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MA    MERE. 


Monsieur    PICARD, 


Hommaa;e  reconnaissant. 


PREMIÈRE  THESE. 


RECHERCHES 

SUR    LES 

POINTS   DE    WEIERSTRASS 

d'une 

COURBE  PLANE  ALGÉBRIQUE. 

INTRODUCTION. 

On  sait  à  quelle  propriété  des  courbes  planes  algébriques  M.  VVeier- 
strass  a  rattaché  la  notion  de  leur  genre. 

Soit  P  un  point  d'une  pareille  courbe;  si  l'on  considère  l'ensemble 
des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y  attachées  à  la  courbe  qui  sont 
infinies  en  ce  seul  point,  leurs  ordres,  rangés  en  suite  croissante,  re- 
produisent la  série  des  nombres  naturels,  à  un  certain  nombre  de 
lacunes  près.  Le  nombre  de  ces  lacunes  est  indépendant  du  point  P  et 
est  égal  au  genre />  de  la  courbe. 

Nommons  les  nombres,  dont  l'absence  constitue  les  lacunes,  les 
ordres  manquants.  Si  le  point  P  est  quelconque,  ces  ordres  seront  les 
nombres 

I,     2,     3,      .  .  . ,     p; 

mais,  en  certains  points  particuliers  A,  ils  pourront  être  différents. 
J'appellerai  ces  points  A  des  points  de  Weierstrass. 

C'est  à  l'étude  de  ces  points  qu'est  consacré  le  présent  travail.  Ils  ont 


8  M.     IIAURE. 

déjà  été  l'objet  de  quelques  recherches  de  la  part  de  MM.  Schottky  ('), 
Nœther  (-)  et  Hurwitz  ('),  saus  compter  ce  que  M.  Weierstrass  a  pu 
en  dire  dans  ses  Leçons  non  encore  publiées  sur  les  fonctions  abé- 
liennes  ('). 

Je  nie  suis  proposé,  en  poursuivant  les  recherches  de  ces  géomètres, 
particulièrement  celles  de  MM.  Schottky  et  Hurwitz,  d'arriver  à  la  dé- 
termination des  divers  systèmes  d'ordres  manquants  qui  peuvent  se 
trouver  dans  les  courbes  d'un  genre  déterminé  et  aussi  à  la  définition 
des  classes  de  courbes  possédant  un  point  de  Weierstrass  correspon- 
dant à  l'un  de  ces  systèmes. 

A  ces  recherches,  il  était  naturel  de  rattacher  l'étude  des  fonctions 
rationnelles  infinies  en  ce  seul  point,  et  aussi  des  familles  de  groupes 
spéciaux  que  l'on  peut  en  faire  dériver. 

C'est  ce  que  j'ai  fait,  en  me  servant  surtout  des  théorèmes  de 
M.  Nœther  ('),  et  cela  m'a  permis  de  traiter  l'application  qui  termine 
ce  travail. 

Des  cinq  Chapitres  qui  le  composent,  le  premier  est  consacré  à 
l'exposition  des  théorèmes  de  M.  Nœther;  le  second,  à  la  définition 
précise  des  points  de  Weierstrass  et  des  familles  de  groupes  qui  en 
dérivent,  ainsi  qu'à  la  démonstration  d'un  important  théorème  de 
M.  Weierstrass  (*),  relatif  à  l'existence  d'un  système  d'intégrales 
de  première  espèce,  infiniment  petites  en  A,  dont  les  ordres  infinité- 
simaux sont  précisément  les  ordres  manquants. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  je  développe  au  début,  conformément  à 
des  indications  données  par  M.  Ilurwilz  ('),  une  méthode  pour  for- 
mer des  tableaux  d'ordres  manquants;  j'établis  ensuite,  d'après 
M.  Schottky  (^),  la  relation  qui  existe  entre  deux  fonctions  convena- 
blement choisies,  parmi  toutes  celles  qui  sont  infinies  en  A.  Je  pour- 


(1)  /.  C,  l.  83. 

(2)  y.  c,  t.  97. 

(3)  M.  A.,  t.  XLI. 

{'>)  B.  N.,  Bcruhte,  p.  .13r  - 

(5)  Loc.  cil. 

(«)  .S.  N.,  Bericlite,  p.  43-?.. 

C)  Loc.  cit. 

(8)  Loc.  cil. 
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suis,  dans  le  quatrième  Chapitre,  l'étude  de  cette  relation,  ou  plutôt 
celle  de  la  courbe  qu'elle  représente;  je  cherche  ensuite  les  conditions 
que  doit  remplir  cette  courbe  pour  pouvoir  servir  h  la  définition  d'une 
classe  de  courbes  possédant  un  point  de  Weierstrass  A  d'espèce  déter- 
minée; cela  me  donne  le  moyen  de  vérifier  si  un  tableau  formé  par 
la  méthode  du  Chapitre  III  est  effectivement  un  tableau  d'ordres  man- 
quants. 

A  ce  Chapitre  est  joint  le  tableau  des  systèmes  d'ordres  manquants 
pour  yD  =  3, /|,  5,6,  7.  J'ai  donné  dans  chaque  cas  la  courbe  que  je 
prends  pour  définir  la  classe,  avec  les  conditions  qui  la  caractérisent 
et  qui,  toutes,  portent  sur  ses  points  multiples. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  contient  une  application  de  ce  qui  précède 
à  la  définition  des  courbes  gauches  comme  transformées  point  par 
point  des  courbes  planes,  avec  quelques  remarques  préalables  sur  les 
courbes  gauches  déduites  de  groupes  spéciaux  quelconques. 

Voici  la  liste  des  périodiques  ou  des  Mémoires  que  j'aurai  à  citer, 
avec  l'indication  des  abréviations  par  lesquelles  je  les  désignerai  : 

Journal  de  C  relie (J.  C.) 

Malhematische  Annalen {M.  A.) 

BiiiLL  et  Nœther,    Ueber  die  al^'ebraischen  Fanclione/i,  etc. 

{M.  A.,  t.  VII) {H.N.-A.F.) 

Brill  et  Nœther,  Bericht  iiber  die  Enlwicklung  der   Théorie 

der  algebraischen  Funclionen  {Jahresbericht  der  deiUscheii 

MalhernaUker-Vereinigung,  t.  111,  p.  92-98) {B.  N.-B.) 

IIalpuen,  Mémoire  sur  la  classification  des  courbes  gauches 

algébriques  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  02"=  Cahier).     {lia.  ) 
IkuwiTZ,  Ueber  algebraischen  Gebilde  mil  eindeutigen  Trans- 

formationen  in  sich  {M.  A.,  l.  XLl) (//«•) 

NoETUER,  Beweis  und  Enveiterung  eines  algebraischen  func- 

tionen-theoretischen  Satz  {J.  C,  l.  97) {N.-S.) 

Nqetuer,  Zur  Grundlegung  der   Théorie  der   algebraischen 

Raumcurven  (/.  C,  t.  93) (/Y.-/?.  ) 

ScuoTTKY,   Ueber  die  conforme  Abbildung  mehrfach  zusani- 

menhàngender  ebene  Fldche  {J.  C,  t.  83) {Se.) 


CHAPITRE  I. 

THÉORÈMES  DE  M.  NŒTllER  SUR  LES  FAMILLES  DÉRIVÉES  D'UN  GROUPE 
DE  POINTS. 


Dyns  ce  qui  va  suivre,  j'emploierai,  pour  désigner  les  groupes  de 
points  situés  sur  une  courbe,  et  les  familles  formées  de  ces  groupes, 
les  notations  généralement  adoptées  et  dues  à  MM.  Brill  etNœther  ('). 
De  plus,  j'appellerai  ordre  ou  degré  d'un  groupe  Gy  le  nombre  Q  de 
ses  points.  Ce  sera  aussi  l'ordre  ou  le  degré  de  la  famille  dérivée 
de  Gq. 

Quanta  la  courbe  algébrique  elle-même,  je  la  désignerai  par  G  ou/, 
f{x,y)  =  o  étant  son  équation  en  coordonnées  cartésiennes.  J'aurai 
souvent  à  considérer  les  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  i,  n  étant  le 
degré  de  C;  je  représenterai  leur  équation  par 


et  j'appellerai  ces  courbes  des  courbes  ç. 

Je  rappelle  enfin,  une  fois  pour  toutes,  le  caractère  d'invariance  que 
possèdent  les  groupes  spéciaux,  relativement  aux  transformations  bi- 
rationnelles  de  la  courbe  C  dans  les  autres  courbes  de  sa  classe  (au 
sens  de  Riemann);  j'en  profiterai,  en  particulier,  pour  substituer  à  C 
une  courbe  de  même  classe  convenablement  cboisie,  s'il  y  a  lieu, 
lorsque  j'aurai  à  étudier  un  groupe  spécial  déterminé. 

i.  Théorème  (^).  —  Pour  que  d'un  groupe  GJ,  on  puisse  déduire  une 
famille  Y2_p  de  groupes,  corrésiduels  entre  eux  et  au  groupe  formé  par 
Q  —  ^points  de  G^,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  trouver  dans  ce  der- 


(')  B.N. 

r-)  N.  s. 
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nier  Q  —  p  points  par  lesquels  passent  p  courbes  cp,  linéairement  indépen- 
dantes, qui  ne  passent  pas  par  les  p  autres  points. 

Soient  G^..  la  partie  deG^  corrésiduelle  des  groupes  de  Yg-f  '"+  i 
le  nombre  des  courbes  cp  linéairement  indépendantes  passant  en  tons 
les  points  de  G^,  ^+  i  le  nombre  de  celles  qui  passent  seulement  aux 
points  de  G2_p. 

La  loi  de  réciprocité  de  Brill  et  Nœther  (')  nous  donne 

(7  =  Q—  /j-t-i  +  /=Q  —  p— p-t-i-i-  /•', 

d'où 

'■'=/•  +  P  ; 

il  passe  donc  par  G^.p  p  courbes  9  ([ui  ne  passent  pas  par  les  p  points 
restants  de  G^. 

Supposons  maintenant  cette  condition  remplie,  soient  q  et  q'  les 
multiplicités  respectives  des  familles  dérivées  de  G^  et  de  Gy_p. 

On  a 

7  z=  Q  —  /j  +  i  +  r, 

et 

^/'  =  Q  —  p  —  /^  +  n-  (/•  +  p )  =  Q  —  />  -(-  1  +  /■  =  ^/. 

Soit  Fr  un  groupe  résiduel  de  G^;  rji  et  les  p  points  de  Gg,  autres  que 
ceux  qui  forment  G^_p,  constituent  un  groupe  résiduel  de  ce  dernier, 
V'fXl'i  on  voit  immédiatement  que  le  système  des  q  -t-  i  courbes  cp  qui 
passent  en  T^  ne  peut  différer  de  celui  des  q  4-  i  courbes  9  qui  passent 
en  Tr^p  .  On  en  conclut  que  la  famille  dérivée  de  G^  coïncide  avec  celle 
dérivée  de  G^_p;  le  théorème  précédent  donne  donc  aussi  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  famille  dérivée  d'un  groupe  G^  soit 
formée  de  groupes  ayant  p  points  fixes  communs. 

2.  Théorème  (-).  —  Soit  Ç,^  un  groupe  de  Ç) points  par  lesquels  passent 
r  -\-  I  courbes  <p  linéairement  indépendantes.  On  peut  toujours  ranger  les 
points  du  groupe  dans  un  ordre 

«1,        «2,         ...,        ay. 


(1)  B.  N.-A.  F.,  p.  aSa. 

(2)  N.  S. 
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tel  que  parmi  les  groupes 

G, =  («,).        G2=(«i,«2),         ••■,        G[j.=  (fl,,fl2,  .  .  .,a[i), 

il  Y  en  ait  p  ~  r  —  \  qui  ne  donnent  naissance  à  aucune  famille  de 
groupes  corrcsiduels  dont  tous  les  points  soient  variables. 

Soient 

lo  premier  de  ces  groupes  donnant  naissance  à  une  ftimille  de  groupes 
de  points  variables,  et  gl^  cette  famille.  Tous  ses  groupes  ne  peuvent 
avoir  en  commun  le  point  a^^,  car  ils  formeraient  alors  une  ^-^  _,  déri- 
vée de  G^^^i,  ce  qui  est  impossible;  d'autre  part,  les  groupes  qui  con- 
tiennent le  point  a^^  forment  d'après  cela  une  ^J~_^,.  Comme  elle  aussi 
est  dérivée  de  G,;.^.,,  elle  se  réduit  au  groupe  unique  Gj^.,,;  on  a  donc 

9-1  =  0, 


La  famille  dèri^'ée  de  Gjj  est  donc  une  g'^^. 

De  là  résulte  immédiatement,  en  vertu  de  la  loi  de  réciprocité,  qu'il 
passe,  par  les  points  de  G^.^,  p—  [J^„  -f-  i  courbes  cp  linéairement  indé- 
pendantes. Il  peut  se  faire  que  ces  courbes  passent  foules  encore  par 
un  certain  nombre  d'autres  points  de  Gy;  soient  a^.„+i,  «(j.„+o.  ••■. 
(^[1,-1  <^^s  points.  Je  forme,  en  les  adjoignant  à  G|j^,  dans  l'ordre  d'ail- 
leurs arbitraire  où  ils  ont  été  numérotés,  les  groupes  G,j,_,+,,  G^,_,_^2,  .  ., 
Gj,  _,.  Soit  maintenant  a^,^  l'un  des  points  restants  de  Gy,  je  forme 
avec  lui  et  Gj^.i  le  groupe  G^,.  Parmi  toutes  les  courbes  ©  passant  par 
G|j,_, ,  il  y  en  a  une  et  une  seule  qui  ne  passe  pas  en  a^.  Donc  tous  les 
groupes  de  la  famille  dérivée  de  G^,  ont  en  commun  le  point  a^^  et  ne 
sont  pas  formés  de  [x,  points  variables. 

Les  p  —  [j^„  courbes  9,  qui  passent  par  les  points  de  G^., ,  peuvent 
encore  passer  toutes  par  d'autres  points  de  Gy,  «(j.,  +  i,  a^,,^_^„,  . . . ,  a|ji,_,, 
à  l'aide  desquels  je  formerai  les  groupes  G^^+,,  ....  G^^_,.  Soit  a^,, 
un  des  autres  points  de  Gy ,  avec  lequel  je  forme  G^..;  une  et  une  seule 
des  p  —  [j.„  courbes  ç,  qui  passent  en  G^._i,  ne  passant  pas  en  a^,, 
G|i^  donne  naissance  à  une  famille  de  groupes  ayant  en  commun  a^. 
et  no  contenant  que  [x..  —  i  points  variables,  au  maximum. 


Rïïr.iiF.nciiEs  sin   i.rs  points  df.  wi:iEnsTr..\ss,  etc.  li 

En  contiiuKint  ainsi,  on  arrive  à  former  une  suite  de  groupes 

G,,,     G,,,     ...,     G,„     ... 

ne  donnant  pas  naissance  h  des  familles  de  groupes  de  a.,,  u.. 

a,.  ...  points  variables  respectivement. 

Comme  par  G^,  passent/)  —  a„  -\-  i  -  i  coui'bes  o  linéairement  indé- 
pendantes, et  que  par  Gy  il  en  passe  /•   f-  i.  on  a 

D'autre  part,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  ur.,,,  les  groupes  G,. 
G.,  ....  Gj,^_i,  formés  en  rangeant  dans  un  ordre  quelconque  ij.^—  i 
points  pris  dans  Gy,  ne  donnent  pas  naissance  à  des  familles  de 
groupes  de  points  variables.  En  les  réunissant  aux  groupes  G^^. 
Gji.,  . . . ,  G^  _^  _,.,  on  voit  qu'il  y  a  en  tout 

p-  fZo  —/■-+-  n,  -  ,  =  /J  -  ,    -  I 

groupes  Gu.,  dont  on  ne  peut  faire  dériver  des  familles  de  groupes  de  u. 
points  variables. 

D'après  la  remarque  qui  suit  le  premier  théorème,  les  groupes  dé- 
rivés de  G^.;_ietG^,.  sont  découpés  par  le  même  système  de  courbes  ç; 
les  familles  dérivées  de  G^^^^,  et  G„_  coïncident  donc.  Le  nombre  des 
courbes  cp,  linéairement  indépendantes,  passant  parles  points  des  divers 

groupes 

G„     G,,     ....     G^„_  ,     G,,.     G,,,      ....     G^^_^.,,. 

est  respectivement  égal  à 

p-i,    p-?.     ...,    r-  ;-'..,  -  I .    p-  [M '■-+->■ 

Pour  les  groupes  Gj^_^^,,  Gj^._,^o,  ..-,  G,j^  _,,  compris  entre  G^,, 
et  Gjj^^  ,  ce  nombre  est  constamment  égal  à  /)  —  [j.„  —  /  +  i .  Ce  sont  là 
des  conséquences  immédiates  de  la  démonstration  précédente.  Elle 
nous  fait  voir  également  comment  sont  formés  les  groupes 

G,,     G.,      ....     G,;,.,     G,,„  +  „     .... 

et,  en  particulier,  l'arbitraire  qui  préside  à  leur  formation  ('). 


(')  On  peut  établir  des  Ihéorèmes  analogues  relatifs  à  des  groupements  plus  arbitraires 
encore:  voir  IS.-S. 

H.  2 
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3.  Supposons  que  Ga„  ait  clé  clioisi  de  façon  que  tv.,,  soit  le  plus 
petit  possible.  On  peut  alors  affirmer  que,  dans  les  groupes  des  familles 

dérivées  de 

Gj..,    G^.„+„    ...,    r,y, 

tons  les  points  sont  variables;  sauf  pour  les  familles  dérivées  de  G,,^, 

G,;,. dont  tous  les  groupes  ont  en  commun  les  points  a^^^,  a^, 

respectivement. 

En  effet,  considérons  d'abord  la  famille  4','  ,  dérivée  de  G.^^  ;  si  tous 
ses  groupes  possédaient  un  point  fixe  commun  ,  ils  constitueraient,  en 
réalité,  une  g'^.^i,  ce  qui  est  contraire  à  l'iiypothèse  sur  [x^.  Prenons 
G„ +1  toutes  les  courbes  9,  qui  passent  par  Gj^  ,  passent  par  Gji^^_i, 
donc  le  point  a^,,^,  ne  peut  être  commun  à  tous  les  groupes  de  la 
famille  dérivée  de  G,,_,_^,;  s'ils  ont  un  point  commun,  c'est  un  point  a^ 
différent  de  «jj.„  +  i;  or  ce  point  appartiendrait  en  particulier  à  tous  les 
groupes  de  la  famille  qui  contiennent  «^^+1,  et  qui  forment  une  famille 
identique  à  la  g^,,  dérivée  de  G^.^,  ce  qui  est  impossible,  comme  nous 
venons  de  le  voir.  La  démonstration  se  poursuivrait  de  même  pour  les 
groupes  suivants,  jusqu'à  Gn^_,  inclusivement.  Quanta  la  famille  dé- 
rivée de  G[i^,  elle  coïncide  avec  celle  dérivée  de  G|j,__i,  et  ses  groupes 
n'ont  de  commun  que  le  point  a^,^.  Passons  à  Gj^^^,,  on  verrait,  comme 
plus  baut,  que  les  groupes  qui  en  dérivent  ne  peuvent  avoir  en  commun 
un  point  «/,  différent  de  a^^  et  «|j.,  +  i.  Or,  ce  dernier,  nous  le  savons, 
ne  peut  être  commun  à  tous  ces  groupes.  Il  en  est  de  même  de  a^^^, 
car  G„,  +  ,  et  la  famille  dérivée  ne  sont  pas  cbangés,  si  l'on  échange  «^^ 
et  a|j,__^i  dans  les  définitions  respectives  de  Gj,^  et  de  G,j.,  +  ,.  Et  ainsi 
de  suite  pour  les  groupes  suivants. 

Nous  pouvons  donc  énoncer,  comme  il  suit,  le  théorème  précédent  : 

Soit  Gg  un  groupe  de  Q  points  de  G,  où  passent  r  -f-  i  courbes  o, 
linéairement  indéperulantes.  On  peut  toujours  ranger  ces  points  dans 
un  ordre 


tel  que,  sur  les  groupes  Gjji  =  (a,,  a,,  . . . ,  a^),  il  y  en  ait  p  —  r—  \ ,  et 
p  —  r —  T  seulement,  dont  on  ne  puisse  faire  dériver  une  Janullc  exacte- 
ment d'ordre  a;  pour  ceux-là,  si  la  famille  existe,  elle  est  d'ordre  ^  —i- 


Du  tliéorème,  ainsi  présenté,  résulte  le  fait  suivant  :  Les  groupes 
Gjj.  étant  formés  d'une  manière  convenable  à  l'aide  des  points  de  G^,  il  y 

a  dans  la  suite 

I,      2,      ...,      O, 

p  —  r  —  \  nombres  (jui  ne  peuvent  être  les  ordres  de  familles  dérivées 
des  groupes  0,^.  Ces  nombres  sont  dits  n  les  ordres  manquants  ».  Quant 
aux  ordres  existants,  ils  sont  au  nombre  de  Q  —  p  -\-  r  -h  J  ^  (]'■,  c'f^^  pré- 
cisément la  multiplicité  de  la  famille  dérivée  de  Gy. 

4.  En  ce  (|ui  concerne  la  multiplicité  des  familles  dérivées  des 
groupes  G^,  on  voit  sans  peine  que  les  groupes  Q^^,  G^,^,,  ...,  G^_, 
donnentnaissanceàdesfamiilesdemultiplicités respectives  i,  12.  ...,/ii, 
en  posant /z,  =  u.,  —  ;ji.o  ;  que  plus  généralement,  les  groupes  G^_ietG^._ 
donnent  une  famille  unique  de  multiplicité  h,=  [jl,  —  y.„  —  i -H  i,  et  le 
groupe  G|j.__^X l^-<  "i"  ^ ^  [^'+1)  "'^^  famille  de  multiplicité  /i,  -h  I. 

Posons  [j.  =  a,+  /,  et  soit  k  le  nombre  des  ordres  jnanquant-s,  infé- 
rieurs ou  égaux  à  a.  On  a  ;?•  =  u.^  +  i —  i  et  par  suite  : 

Donc  la  multiplicité  de  la  famille  g^  (^011  g^_ ,  si  u.  est  un  ordre  man- 
quant), dérivée  de  G^,  est  égale  à  ]j.  —  k. 

Considérons  en  second  lieu  les  courbes  9  qui  passent  par  les  divers 
groupes  G(i,  et  celles  qui  découpent  les  familles  dérivées  de  ces 
groupes.  Pour  les  premières,  on  peut  choisir  les  p  —  u„  +  i  courbes  9 
qui  passent  en  G^^^  : 

?o'     9i,     ■  •  •  >     9/'-iJ.„' 
de  façon  que  : 

en         Gn„,     ^^y,.,+u     ...,     G,j.,_,,         passent         o„,     9,,      ...,     Op-^,.„, 
en        Gji,,     G^,+i,     ...,     G^._,,  »  o»,     9,,     ...,     o^j-pi.-i, 

en         Gu.^,_.^^_^,,  ...,     Gy,  »  o^,     9,,      ...,     9,.. 

Quant  aux  secondes,  pour  les  avoir,  je  remarque  que  le  résidu  de  G^ 
peut  être  formé  de  la  manière  suivante  :  du  groupe  V^  des  points  deGg 
qui  n'entrent  pas  dans  G,;.,  et  du  résidu  R  de  Gy  que  détermine  la 
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coiirhc  o„.  (Ida  posr,  lo,  système  des  courbes  cp,  linéairement  indépen- 
dantes, passant  par  ces  divers  résidus,  peut  être  formé  de  la  manière 
suivanle  : 

pou.'         (1V,„H) r--     r.. 

poui-        (rp.„ui,  R) o„,     cp'i,     92, 

pour         (r,,,,  R) 9„,     9;,      ...,     9;,_/,; 

le  système  relatif  à  (r,^,,  R)  étant  identique  au  système  relatif  à 
(r|j,_,,  R),  |x,  désignant  toujours  un  ordre  manquant.  lien  résulte  que 
la  famille  g'r'' ,  dérivée  de  G,;,,  est  découpée  par  le  système  yJ-''  de 
courbes  : 

a„  9„  +  3(|  o'i  +  .  .  .  +  :Z|j._/,  o|j._/,  =  o. 

Soit  cutin  la  fonction  rationnelle  de  a;  et  dej' 

!Z„0„H-  3!|0'|   +.   .  .-I-  a,j._/.  9|j._/. 


elle  est  infinie  du  i"''  ordre  en  tous  les  points  de  G,j.,  si  l'on  a  \i.^  [;l,, 
en  tous  les  points  de  G,;,.,,  si  [j.  =  [ji.,-.  On  sait  du  reste  que  c'est  la 
fonction  rationnelle  la  plus  générale,  infinie  du  i"'  ordre  aux  points 
de  Gp..  Son  ordre  étant  égal  au  nombre  de  ses  infinis  (puisqu'ils  sont 
simples),  on  voit  (|ue  : 

l'anrd  les  nombres  i,  2,  3,  ...,  Q,  il  y  en  a  toujours  et  seulement 
p  —  r  —  \,  cjui  ne  peuvent  être  les  ordres  de  fonctions  infinies  du  premier 
ordre  en  tous  les poi/tts  d'un  groupe  G,,.,  ti/é  de  G,,. 

On  voit  sur  l'expression  précédente  que  la  fonction  la  plus  géné- 
rale, infinie  du  i"  ordre  en  tous  les  points  d'un  groupe  G^,  contient 
y.  ~  k  -{-  I  arbitraires. 
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CIIAPITKE  II. 

POINTS  DE  WEIERSTltASS.  THÉORÈJIE  SUU  LES  ORDRES  iMANQUANTS. 


1 .  Soit  A  un  point  <ie  C,  et  supposons  qu'il  existe  une  seule  courbe  z, 
coupant  C  en  p  -h  s  poi/iis  confondus  en  A,  mais  non  e/i p  -h  s  -h  i .  Con- 
sidérons ce  point  comme  un  groupe  de /;  +  5  +  j  points  confondus, 
p  -^  s  d'entre  eux  étant  les  points  de  rencontre  avec  C  de  la  courbe  9, 
que  j'appellerai  o„.  J'ai  ainsi  un  groupe  Gy  (0  =/j  +  ^  4- i),  pour 
lequel  on  a  r  -hi  —  o.  Donc,  d'après  les  théorèmes  du  Chapitre  précé- 
dent : 

Par/ni  les  nombres  } ,  2,  i,  . . . ,  p  -h  s  -h  i,  il  y  en  a  p  qui  ne  peuvent 
être  l'ordre  d'une  famille  de  groupes  de  points  variables,  dérivée  d'un 
groupe  formé  avec  un  certain  nombre  des  p  -\-  s  -h  i  points  confondus  en  A. 

Ou  encore  : 

Parmi  les  nondires  i ,  2,  3,  ...,  p  +  s  -\-\,  il  y  en  a  p  qw  ne  peuvent 
cire  les  ordres  de  fonctions  rationnelles,  infinies  en  A  seulement. 

Si  le  point  A  est  un  point  quelconque  de  C,  il  n'existera  pas  de 
courbe  cp  la  coupant  en  plus  de/j  —  i  points  confondus  en  A,  mais  il  y 
en  aura  toujours  une  la  coupant  en  p  —  i  points;  on  a  donc  i  =  —  i, 
et  les  ordres  manquants  sont 


c'est  la  proposition  bien  connue,  qui  sert  de  base  à  la  définition  du 
genre,  d'après  M.  Weierstrass.  Les  points  A,  où  s  est  différent  de  —  i , 
sont  par  suite  des  points  particuliers  de  C.  Nous  les  appellerons, 
comme  je  l'ai  déjà  dit,  des  points  de  Weierstrass. 

En  un  tel  point,  s  est  nécessairement  supérieur  à  —  i.  S'il  est  égal 
à  o,  nous  dirons  que  A  est  un  point  de  Weierstrass  ordinaire.  Si  s  est 
supérieur  à  o,  le  point  de  Weierstrass  équivaut  à  un  certain  nombre  w 
de  pareils  points  ordinaires,  qui  le  donnent  par  leur  superposition  : 
m  sera  dit  l'ordre  de  mukiplicité  du  point  de  ]]'eierstrass.  Un  point  de 


r8  M.   iiuiii.. 

Woierstrass  ordinaire  a  l'unité  pour  ordre  de  nuilliplicité.  On  peut 

établir  sur  ces  ordres  la  proposition  suivante  : 

fM  somme  des  ordres  de  multiplicité  des  points  de  Weierstrass  d'une 
courbe  de  genre p  est  égale  à  (p  ~  ])p(p  -h  i). 

Des  diverses  démonstrations  qui  en  ont  été  données  ('),  j'indiquerai 
la  suivante  due  à  Koch  (- ).  Elle  se  rapporte  au  cas  où  tous  les  points 
de  Weierstrass  sont  ordinaires;  il  suffit  évidemment  de  n'examiner  que 
celui-là.  Mais,  auparavant,  je  dois  rappeler  une  propriété  de  la  fonc- 
tion &  attachée  à  une  courbe  de  genre /7. 

Soient  £,,  £,,  ...,  s^, />  points  quelconques  et  variables,  |5  un  point 
fixe  de  la  courbe,  uf'  et  Ji,  les  valeurs  que  prend  en  î^  et  [i  respective- 
ment l'intégrale  normale  de  première  espèce  ;/,,  relative  à  un  système 
canonique  de  coupures  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  la 
courbe;  la  constante  d'intégration  est  déterminée  comme  le  fait 
Riemann.  La/onction  ^{u'''  -(-  «f  -i- . . .  +  «,'  —  J^,)  ne  s'annule  que  siles 
p  points  t  sont  sur  une  même  courbe  o,  ou  si  l'un  d'eux  rient  coïncider 
avec  3.  Cela  posé,  considérons  la  fonction 

(I)  :;(/.«,-, 3,), 

qui  résulte  de  la  précédente  lorsque  les/)  points  £,,  îj,  . .  . ,  cp  viennent 
se  confondre  en  un  point  variable  unique  £.  Elle  ne  s'annulera  que  si 
le  point  t  vient  en  un  des  points  de  Weierstrass,  ou  au  point  [3,  et  ce 
dernier  zéro  est  évidemment  d'ordre /?.  Or  la  fonction  (i),  considérée 
comme  fonction  de  £,  possède  p^  zéros  sur  la  surface  de  Riemann  : 
donc  le  nombre  des  points  de  Weierstrass  est  égal  à 

/>^-/>  =  (//-i)/j(/?-^i). 

2.  Pour  rendre  plus  claire  l'application  des  théorèmes  du  Chapitre  I, 
je  vais  préciser  la  formation,  dans  le  cas  actuel,  des  groupes  G^.  Si 
l'on  cherche  les  courbes  o  indépendantes  qui  coupent  C  en  un,  deux, 
trois,  etc.,  points  confondus  en  A,  on  en  trouve  tout  d'abord  respec- 
tivement 

p  —  l,      /'  —  2,       ... 

(I)  En  parliculier  :  de  .Ionqi  ièhes  (./.  T.,  l.  LXM'i,  Brill  (.1/.  J.,  t.  IV.  p.  53o). 
(  =  )  y.  C.  l.  LXVI. 
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Le  point  A  étant  un  point  de  Weiei'strass,  cette  loi  cesse  de  se  véri- 
fier nécessairement  à  partir  d'un  certain  rang;  supposons  que  ce  soit 
pour  les  courbes  o  coupant  en  [x,,  points  confondus.  Leur  nombre 
sera  /?  —  [x„  +  i,  car  il  ne  peut  être  inférieur  h  p  —  a^,  et  d'autre  part 
il  ne  peut  dépasser  le  nombre  des  courbes  cp  coupant  en  f/.o  —  i  points 
confondus.  Ces  courbes  coupent  en  [/.„  points  confondus  au  moins; 
supposons  qu'elles  coupent  exactement  en  [ji.,  —  i  points  confondus 
([JL,  —  i>[j.o).  Nous  prendrons  pour  G^,,,,  G,^^^,,  ...,  G^^^^,  les  groupes 
formés  par  p.„,  [jio+  i,  . . . ,  [/.,  —  i  points  confondus  en  A. 

Les  courbes  cp,  coupant  en  17.,  points  confondus  en  A,  seront  au 
nombre  de  /?—  [jl„;  soit  (jl.  —  1  le  nombre  exact  de  leurs  points  d'in- 
tersection avec  C,  confondus  en  A;  nous  définirons,  de  la  même  ma- 
nière que  plus  haut,  les  groupes  G^,,  G^.^_,,  ..  . ,  G^,_,,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  G/,^,,,. 

A  ces  groupes  adjoignons  les  groupes  G,,  Go,  ...  ,  Gjj^,,  ~  i,  formés 
respectivement  de  1,2,..  ,  o.„  —  i  points  confondus  en  A,  et  nous 
aurons  l'ensemble  complet  des  groupes  G^.  On  voit  que  : 

Les  groupes  Gj^,  ne  donnant  pas  naissance  à  une  famille  de  groupes 
variables  d'ordre  a,  sont 


G„     G,,     ...,     G^.„_„     G^,,     (\,,,_ G^^,_,^,     G„„„; 

et,  par  suite,  que  : 

Les  p  ordres  manquants  sont  les  no/nhrcs 

I.     2,     3,     ...,     p.,-i,     p,,     [j.,,     ...,     p,,_^.^,    p-^s  +  i. 

Les  résultats  du  n"  4  du  Chapitre  I,  s'appliquent  ici  sans 
cation.  Nous  pouvons  donc  former  un  système  de  fonctions  cp, 
rement  indépendantes,  tel  que  : 


modifi- 
linéai- 


c'est-à-dire 

points  confondus  en  A. 


•    •  .          ?/-\':, 

coupeii 

t  en 

G,„, 

a,.-. 

resnpcfivom 

" 

G^.,, 

G.,-. 

p  -t-  s 
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Quant  aux  familles  ^|i"',  dérivées  des  groupes  G,^,  elles  sont  décou- 
pées par  les  systèmes  de  courbes  ce''  '' 

y.n  -->„  -1-  3!,  9',  H-  .  .  .  -)-  3!|i_/,  'JÛ._A  =  O, 

et  la  fonction  la  plus  générale,  infinie  du  premier  ordre  aux  points 
de  G^,  c'est-à-dire  la  fonction  d'ordre  ;j.  infinie  en  A  la  plus  générale, 
sera 

a„  9„  -h  a ,  9',  4-  .  .  .  +  «iji-/;.  o/,.-* 

Les  courbes  o,,  o!,.    . .  passent  par  le  résidu  R  de  G^^^,  relatif  à  o„. 
et  coupent  G  respectivement  en 


points  confondus  en  A,  qui  constituent  les  groupes  F,;.. 

Cette  dernière  condition  s'exprime  sous  une  forme  1res  simple,  qui 
nous  servira  plus  tard.  Soient  rangés,  par  ordre  de  grandeur  ciois- 
sanfe,  les  *  -!-  r  ordres  existants 

d„,    d ,    d, 

(on  a  (l„--  \i-a  etr/,-  =  />  -1-^).  Iai  courbe  o\  coupe  C  en  il,—  d^  points 
confondues  en  A.  Il  en  est  de  même,  quels  que  soient  les  a,  de  la 
courbe 

y.„  Ço  -1-  a,  o'i  -+■...  -H  a,'  9,'  t=  n. 

3.  Je  passe  maintenant  au  tbéori'me  fondamental  sur  les  ordres 
manquants,  mais  auparavant  je  dois  établir  le  point  suivant  : 

On  peut  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  p  intégrales  de  première 
espèce,  linéairement  indépendantes,  infiniment  petites  en  A,  r,,  c^,  ■  .  .  , 
Vp,  dont  les  ordres  infinitésimaux  p,,  p^ P/,.  forment  une  suite  tou- 
jours croissante.  Cette  suite  est  unique. 

Supposons  (|ue  le  point  A  soil  un  point  à  distance  finie  et  ordinaire 
de  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  l'équation  /(■'f,y)  =  o  de 
la  courbe  C.  Soit 

(")  "„     ",,     .     .     "„ 


i 


i 
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un  système  de  p  intégrales  de  première  espèce,  linéairement  indé- 
pendantes, dont  je  suppose  les  constantes  d'intégration  déterminées 
de  façon  qu'elles  s'annulent  toutes  en  A.  L'une  au  moins  d'entre 
elles  n'est  infiniment  petite  que  du  premier  ordre,  sans  cela  tous 
les  dui  seraient  nuls,  et  toutes  les  courbes  cp  passeraient  par  A.  L'in- 
tégrale la  plus  générale  de  première  espèce,  infiniment  petite  en  A, 

l,u,  +  l,u,^...  +  l,u„ 

y  est  donc  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Cela  posé,  nous  pou- 
vons remplacer  les  intégrales  (u)  par  leurs  développements  en  séries 
entières  en  x  —  Xg,  ar„  étant  l'abscisse  de  A,  et  profiter  de  l'indéter- 
mination des  A  pour  faire  disparaître  successivement 

Il  pourra  ariivor  que  la  disparition  de  (x  —  x^)'  entraine  celle  de 
(x  —  x^Y'*'',  (x  —  x^y^-,  . . .,  {x  —  x^y-^''-'  ;  alors,  après  avoir  fait 
disparaître  (x  —  x^y,  on  fera  disparaître  (x  —  x^y*''.  Dans  tous  les 
cas,  à  chaque  nouvelle  opération,  on  n'introduit  qu'une  équation  nou- 
velle, permettant  de  déterminer  un  seul  des  X  encore  arbitraires  en 
fonction  des  autres,  et,  au  bout  de  ^  —  i  opérations,  on  aura  un  sys- 
tème de  p  intégrales  de  première  espèce 

(<•)  <•„       V,,       ...,       ,,„ 

infiniment  petites  en  A,  dont  les  ordres  infinitésimaux  p,,?2.  ••  <?,. 
vérifieront  les  inégalités 

pi<pi<  ■  ■  ■  <Pp  (avec  p,  =  i). 

Cette  propriété  entraîne  leur  indépendance;  d'autre  part,  il  y  a  une 
infinité  de  systèmes  (i>),  car  c,  contient  encore  p  —  i -h  i  paramètres 
X  arbitraires. 

Enfin,  le  système  des  ordres  p,-  est  unique;  en  effet,  soient  c,, 
e.,,  . . .,  T/,  les  intégrales  d'un  système  (i')  particulier. 

Une  intégrale  de  première  espèce  quelconque,  infiniment  petite  en 
A,  pourra  se  metti'e  sous  la  forme 


et  sur  cette  expression  on  voit  immédiatement  que  son  ordre  infini- 
tésimal ne  peut  être  que  l'un  des  nombres  p,,  p.,,  —  pp. 

Pour  lever  la  restriction  imposée  au  point  A,  il  suffirait  de  substituer, 
aux  développements  en  séries  entières,  les  développements  propres  à 
chacun  des  cas  que  j'ai  écartés. 

Le  théorème  que  je  me  propose  de  démontrer  est  le  suivant  (')  : 

Les  ordres  manquants  en  un  point  quelconque  A  de  C  sont  les  nombres 
c, ,  p.,,  ....  Pi„  relatifs  à  ce  point. 

\o\c\  une  première  démonstration  de  ce  théorème;  je  supposerai, 
comme  dans  la  démonstration  précédente,  que  le  point  A  est  à  dis- 
tance finie  et  n'est  pas  de  ramification;  cette  restriction  se  lèverait 
comme  plus  haut. 

Aux  courbes  9,1,91,  ■••,  9,,-!^.,  tlu  n"  -  de  ce  Chapitre,  ajoutons  les 
a,,  —  I  courbes  9,,_u,,+i,  9p-u..4-2,  ■  ■•,  9^-1-  coupant  C  respectivement  en 
u.„  —  -1,  u-o  —  3,  . ..,  o  points  confondus  en  A.  Considérons,  en  parti- 
culier, Zj,  et  soit,  pour  un  instant,  k  le  nombre  de  ses  points  de 
rencontre  avec  C  coni'ondus  en  A;  foi'Uions  l'intégrale  de  première 
espèce 


/ 


Le  point  A  n'étant  pas  de  ramification,  y-,  ne  s'y  annule  pas;  quant 
à  9,,  son  développement  en  série  entière,  suivant  les  puissances  de 
X  —  œ^,  sera  de  la  forme 

9ii-^,y)  =a{x  —  .r^)''^  b{x  —Xo)^->'~.  .  .: 

celui  de  (v^,_,  sera  du  type 

^(.r-j-„)'-+'  +  .3(x- A.)*"-  +  -  •; 

donc  Wp_i  est  infiniment  petite  en  A  d'ordre  X:  -h  i. 

On  en  conclut  que  les  nombres  p,,pi,  ...,p/.  sont  égaux  respecti- 

(')  Ce  lliéorèmc  est  dû  à  M.  Wcicrsirass,  voir  j5.  .V.  (5.),  P-  433. 


RECHERCHES    SUR    LES    POINTS    DE    WEIERSTRASS,     ETC.  2'3 

vement  aux  ordres  inanqiiants 

rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

Cette  démonstration  met  en  évidence  le  fait  suivant  :  la  suite  des 
ordres  manquants  est  unique;  il  résulte  aussi  de  la  considération  des 
fonctions  infinies  en  A  seulement,  ou  même  de  celle  des  courbes  ç,- 
du  n"  2. 

4.  La  seconde  démonstration  est  moins  simple  et  moins  précise,  en 

ce  sens  qu'elle  ne  montre  qu'une  chose,  que  les  nombres  p,,  p., 

pp  forment  un  système  d'ordres  manquants. 

Elle  sera  surtout  une  occasion  d'étudier  l'expression,  à  l'aide  des 
intégrales  de  deuxième  espèce,  d'une  fonction  infinie  en  A  seulement. 

Supposons,  tracé  sur  la  surface  de  Riemann,  un  système  canonique 
de  coupures  a,  h,c\  soient 

(»)  //„      u,.      ...,      u,, 

le  système  d'intégrales  normales  de  première  espèce,  relatif  à  ce  sys- 
tème de  coupures,  et  t^  l'intégrale  normale  de  deuxième  espèce  atta- 
chée à  A. 

L'expression  de  la  fonction  la  plus  générale,  infinie  d'ordre  [/.  en  A 
seulement,  sera 

le  symbole  Z^^'  désignant  la  dérivée  ^^  de  t^  par  rapport  au  para- 
mètre a"o-  l'fs  coefficients  a,,  a. a^  vérifient  les/j  relations 

[   a,  (/',  -\-  oi,  ii\  +  ...  -I-  au. (/,''•'  =  o, 


OÙ  M^'  représente  la  valeur  en  A  de  -p),- 

Pour  étudier  ces  équations,   j'introduirai   un  système  particuli 
d'intégrales  {v),  que  je  désignerai  par 

[r]  <•„     .„      ....      r,, 
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défini  par  les  conditions  suivantes  :  Sur  les  coupures  b,  les  modules 
de  périodicité  de  Cy  sont  donnés  par  le  Tableau  suivant  : 

I  ft,  I  6,  I...I    ft,_,    I      bi      \b,^A...\b„\ 


Pu-    P. 


\r.\i—i 


Ce  système  existe  et  est  unique;  on  le  voit  par  la  considération  du 
nombre  des  paramètres  arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale  v^  la 
plus  générale.  Les  intégrales  («)  et  [v]  sont  reliées  entre  elles  par 
des  relations  de  la  forme 


(2) 


»,=  A.„<',-+ 


"p  =  A,„c,  + A^,2i 


,+  v, 


Cela  posé,  je  forme  le  Tableau  des  cf,  fcf  =  -pj.  pour  x  =  x„\  poussé 
jusqu'à  une  valeur  deA->[j..  Puisque  p,  =  i,je  peux  écrire  la  suite 
des  nombres  c  sous  la  forme 


v„  étant  au  moins  égal  à  2,  et  il  est  manifeste  que  la  suite  de  ce^ 
nombres  se  présentera  toujours  ainsi.  D'autre  part,  j'écrirai  le  déve- 
loppement de  Cy,  en  série  entière  en  x  —  Xg,  comme  il  suit  : 


(7,5 

Le  Tableau  sera  donc 
A-  =  I       2      ...      v„ 


ro)P; 


^,(— xj... 


Pv,, 

«2,p 


«v„-,.p 


Pv„+1 

'''•p-„*.     •■ 

«2,p,^^,    ■•• 

"^"-'■Pv„*,         ■■• 

«v.p,^^^,         •■• 

«v„+l.p^^^_       ■•■ 

nFx.riKRniES 
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Ce  Tableau  correspond  à  celui  des  coefficients  uf^  des  équations  (i). 
Pour  avoir  les  relations  qui  lient  les  déterminants  homologues  tirés 
des  deux  Tableaux,  prenons  le  déterminant 


i^,  i.,,  ..,  i/,  désignant  une  combinaison  h  à  h  des  p  nombres  i,  2, 
3 p;  ce  déterminant,  do  degré  /i<Cp,  est,  d'après  les  équa- 
tions (2),  égal  au  produit  par  colonnes  des  deux  Tableaux  rectangles 


.     A„ 


où,  pour  simplitier  l'écriture,  je  n'ai  pas  distingué  les  termes  nuls  ou 
égaux  à  l'unité  d'après  les  hypothèses.  Par  suite,  on  a 

U^.*-, *,,^=--2).A)V>,, 

X  désignant  une  même  combinaison  h  à  A  des  indices  r,  2,  3,  ...,p 
des  k  et  des  i,  A^  et  Vx  les  déterminants  des  Tableaux  des  A,-,;;  et  des 
vf^  correspondant  à  cette  combinaison,  et  la  sommation  Sx  étant  éten- 
due à  toutes  les  combinaisons  X. 

Ces  préliminaires  étant  établis,  je  reviens  aux  équations  (i).  Soient 
Pv„+,-i  et  pv„  +  /  les  deux  nombres  p  comprenant  [x,  de  sorte  que  l'on  ait 

Je  considère  les  deux  déterminants  suivants  : 


V'  = 


U/.«  = 


'  /  =  Vu  +  /,  Vo  H-  i  +  I ,   .  .  .,  p 

«  =  'j„ ,  v„  H-  [ ,  . . . ,  pv„  —  1  ;  pv„  +  I ,  •  •  • ,  Pv„+,-- 1  —  I  ;  pv,+/ 


D'après  la  formule  (3),  on  a  : 
I»  U'  =  V';  or 

V'  =  «,,  «,.,  .  .  .  (7v„-l,v„-l  'J'v„f>,„  ■  •  •  '^v„f-i-ip,,  ^,_,5 

et  est  (liiïérent  de  o;  donc 

U(''=^o; 

2"  U/„=  O,  quels  que  soient /et  n. 

Il  en  résulte  que  U'  est  un  déterminant  principal  du  système  (i),  et 
qu'on  peut  résoudre  ce  dernier  en  tirant  des  v„  ^-  ?  —  i  premières  équa- 
tions 

(4)  y-i-    y-i^    ••■-    5<v„-i,    5!p,„,    î<p.,_,.,.    •■■-    =fp.,„^,_,- 

en  fonction  des  autres  y.  qui  restent  arbitraires . 

Soient  a^  l'un  des  a  précédents,  a/,  un  quelconque  de  ceux  qui  res- 
tent arbitraires,  (U')^  le  déterminant  déduit  de  U',  en  y  remplaçant  les 
éléments  de  la  colonne  de  rang  /  par  les  coefficients  de  a^  dans  les 
v„  +  /■  —  I  premières  équations  (i).  J'ai 

i,,(U')/,^/,  „        i,,(V')'/,a,, 


car,  en  vertu  de  (3),  (U')^  est  égal  au  déterminant  similaire  du  Ta- 
bleau des  ff .  Si  h  est  plus  petit  que  /,  le  nombre  des  éléments  pou- 
vant être  différents  de  zéro  est  plus  grand  dans  la  colonne  de  rang/ 
que  dans  celle  de  rang  h  du  tableau  des  i>f\  Par  suite,  la  diagonale 
principale  de  (V)'  contient  nécessairement  un  zéro;  et,  comme  tous 
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les  éléments  situés  à  gauche  de  cette  diagonale  sont  nuls,  (V')^  est 
nul  pour  h  ■<  /.  On  en  conclut  que  a^  ne  contient  que  les  c/.f,  dont  l'indice 
est  supérieur  à  l. 

En  particulier,  Kp        ne  contient  que  ap  ^    +,.  «p  ^_,+2.  •  ■  •.  «ij.- 

Donc,  si  \j.  =  pv„+,-i.  on  a  <y.^^  o. 

Par  conséquent,  il  n'existe  pas  de  fonction  '(  d'ordre  pv„+i-ij  ^^  ^^5 
nombres  p,,  p,,  .  . .,  p^,  sont  les  ordres  manquants  en  A. 

5.  D'après  l'analyse  précédente,  les  expressions  des  a^  sont  : 
Pour  /<Vo—  1  : 

3!/  =  -  '^""    y, :  h  ^  pv„,    pv„+i,    ■  ■  ■  • 

Pour  />  Vu  —  I  et  ^  =  pv.^^„  : 


",  est  donc  de  la  ibriiie 

Ç  =  «0  4-  3Cv„Çv„  +  a^^+i  v/„+i  +  ...+  it /,?/,  +  ...  +  2<jj.?[j., 

vv,,  'Cv„+i.  ••••  "C/i-  ••  •  étant  des  fonctions  particulières,  infinies  en  A, 
d'ordres  respectivement  égaux  à  v^,  v„ -h  i,  ...,  h,  ...,  et  dont  l'expres- 
sion générale  est 

Ç/,  =  /i,  ^A  +  /'2  «À  +  •  ■  •  +  /'v.-l  'a"~"  +  K  'a'°~''  +  •   ■  •  +  -^A  ""• 

On  remarquera  que  l^  ne  contient,  en  dehors  du  terme  en  ■— -^,> 

que  les  puissances  de  J^  .  dont  les  exposants  sont  les  ordres  man- 
quants inférieurs  à  /(.  Quant  aux  coefficients  hi,  leur  valeur  est,  toutes 
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réductions  faites, 


si  /  est  cliflérent  de  k,  et 


i  «/P,.,    «/ 


"'•■^y 


h,^{,-^^f-'-'  ^ 


«/p,«/+ip,„-  --«/.pj 


si  /est  égal  à  /•,  k  désignant  l'entier  tel  que  l'on  ait 


?^</'<P.^,; 


pour  écrire  ces  formules,  j'ai  repris  l'ancienne  notation  des  nombres  p, 
à  savoir  p,,  p^-  •••<  ?/>•  L'expression  de  t.h  »e  contient  que  l'intégrale 
normale  de  deuxième  espèce  t^,  ses  dérivées  et  les  coefficients  des 
puissances  de  x  —  x^  inférieures  ou  égales  à  h  dans  les  développe- 
ments des  intégrales  c,,  i.,  . . .,  c/,  du  système  \v\.  Cette  fonction  est 
donc  indépendante  des  fonctions  'C  dans  lesquelles  elle  peut  figurer. 
D'autre  part,  la  façon  même  dont  nous  la  trouvons  montre  que  c'est 
une  fonction  rationnelle  de  a- et  de  y;  elle  est,  par  suite,  indépendante 
du  système  de  coupures  auiiuel  se  rapportent  les  intégrales  t^  et  [c]. 
Elle  ne  dépend  donc  que  de  la  courbe  C  el  du  point  A. 

En  ce  qui  concerne  les  fonctions '(,  on  voit  qu'elles  sont  complète- 
ment déterminées  par  les  constantes  ao,  a^^,  . . .,  a^,  dont  le  nombre  est 
égal  à  [k  —  k-hi,  ^désignant  ici  le  nombre  des  ordres  manquants 
inférieurs  ou  égaux  à  u.,  résultat  conforme  à  celui  du  n"  2.  La  déter- 
mination des  constantes  a,, ,  y.;+,,  ...,  a^.,  pour  une  fonction  'Ç  donnée, 

se  fait  très  simplement.  Si  A^  est  le  coefficient  de  — — -  dans  le 

développement  de  l',  suivant  les  puissances  de  x  —  x^,  on  a 

"■"-     (A-i)!    ' 
h  étant  un  ordre  existant,  on  voit  que  1.  est  déterminé,  à  la  constante 
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additive  a^  près,  par  les  coejficicnls,  dans  son  développement,  des  puis- 
sances de ■  dont  les  exposants  sont  des  ordres  existants. 


6.  Si  le  point  A  est  un  point  de  Weiorstrass,  il  existe  au  moins  une 
valeur  de  |j.,  supérieure  ou  égale  hp,  pour  laquelle  le  nombre  ^- des 
ordres  manquants,  inférieurs  ou  égaux  à  [u,  est  plus  petit  que  p.  Le 
système  (i)  du  n"  4  devant  admettre  une  solution  contenant  jj.  —  k  ar- 
bitraires, son  déterminant  principal  est  de  degré  inférieur  à  p.  On  en 
conclut  que  tous  les  déterminants  de  degré /j  du  Tableau  des  u  sont 
nuls.  En  particulier,  il  en  résulte  que 


dUi 

d-u, 

di'ii, 

dx 

dx- 

•       ./,." 

du,, 
dx 

d'  u„ 
dx-' 

rf/'  ti,, 
dx" 

s'annule  pour  x  =  x^  et  y=y^.  Réciproquement,  si  ce  déterminant 
s'annule  pour  x  =  a-^,  y  =yo,  le  point  A  est  un  point  de  Weierstrass, 
car  les  équations  (i)  peuvent  se  résoudre  pour  ;x  =  p. 

Les  points  de  Weierstrass  sont  donc  déterminés  par  l'équation  U  =  o. 

Les  intégrales  m,  qui  figurent  dans  Une  sont  pas  nécessairement  des 
intégrales  normales;  on  peut  prendre  pour  les  ?/,- un  système  quel- 
conque d'intégrales  indépendantes  de  première  espèce.  Ceci  va  nous 
permettre  de  calculer  la  multiplicité  m  d'un  point  de  Weierstrass  pour 
lequel  les  ordres  manquants  sont  les  nombres  p,,  po,  .. .,  pp.  Il  suffit 
de  prendre  pour  les  intégrales  u^  un  système  d'intégrales  Vi.  On  ob- 
tient alors  à  la  place  de  U  un  déterminant  V,  dont  la  comparaison  avec 
le  Tableau  des  c*  permet  de  voir  que  son  développement,  en  série  en- 
tière en  X  —  x^,  est  divisible  par 

(.r  — aro).  '     . 

On  en  conclut  que  l'équation  V  =  o  admet  la  racine  x„  au  degré 
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(le  niiiltiplicité  et  que.  par  suite. 

A  ceci  se  rattache  tout  naturellement  la  question  suivante  : 

Quel  est  le  nombre  de  conditions  imposées  à  une  courbe  de  genre  p  par 
l'existence  d'un  point  de  Weierstrass  d'espèce  déterminée?  J'entendrai 
dorénavant  par  là  un  point  de  Weierstrass  correspondant  à  un  système 
d'ordres  manquants  donné. 

Pour  y  répondre,  on  peut  se  proposer  de  former  un  système  d'inté- 
grales (',,  en  partant  d'un  système  quelconque  d'intégrales  indépen- 
dantes de  première  espèce  infiniment  petites  du  premier  ordre  en  A,  et 
d'évaluer  le  nombre  de  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que 
l'on  puisse  former  ce  système. 

On  voit  sans  peine  que  le  passage  de  c,  i»  ^i^,  entraîne 

(p,^,-p,-i)(/j  ^/) 

conditions  nouvelles,  en  apparence  indépendantes  de  celles  que  l'on  a 
trouvées  en  formant  les  intégrales  précédentes  c,,  i'.,,  . . .,  t',.  si  toute- 
fois on  suppose  que  l'on  soit  parti  de  la  courbe  la  plus  générale  de 
genre/?.  Le  nombre  total  d'équations  de  condition  que  Ton  trouve  ainsi 
est 

Ces  é(|uations  contiennent  les  coordonnées .r„,j-^  du  point  A,  qui  sont 
liées  d'autre  part  par  la  relation 

/{^•o,Jo)  =  0, 

si/(x,  j)  =  o  est  l'équation  de  la  courbe.  L'élimination  de  x„,r„  entre 
toutes  ces  relations  donnera  en  définitive  m  —  i  conditions,  ce  qui  est 
aussi  le  nombre  des  conditions  pour  que  m  points  de  Weierstrass  ordi- 
naires soient  réunis  en  un  point  d'ordre  m. 

^Liis,  de  ce  que  nous  verrons  dans  la  suite,  il  résultera  que  ces  con- 
ditions peuvent  ne  pas  être  toujours  indépendantes:  tout  ce  que  l'on 
est  en  droit  d'aftirmer,  c'est  que  le  nombre  des  conditions  imposées  à 
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une  courbe  par  l' existence  d'un  point  de  Weierslrass  d'ordre  m  d'espèce 
déterminée  est  au  plus  égal  à  m  --  r . 

Du  reste,  on  peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  que  les  conditions 
peuvent  n'être  pas  indépendantes,  en  remarquant  que  leur  indépen- 
dance ne  peut  avoir  lieu  que  dans  l'Iiypothcse  d'une  courbe  de  genre /j 
absolument  générale.  Or  on  conçoit  qu'au  moment  où  l'on  passe  de  la 
formation  de  l'intégrale  r,  à  celle  de  l'intégrale  iv+c  cette  condition  ail 
cessé  d'être  remplie;  en  ell'et,  l'existence  du  système  partiel  d'inté 
grales  c,,  v..,  ...,  c,  peut  entraîner  que  la  comité  appartienne  à  nue 
classe  spéciale  (  '  ) . 

7.  En  deliors  de  son  importance  tliéorique,  le  lliéorèmc  des  n"*  lî 
et  suivants  fournit  un  moyen  de  déterminer  les  ordres  manquants  en 
un  point  d'une  courbe  donnée.  Prenons  par  exemple  la  courbe  de 
genre  G 

■'■'  +  .}■'  — J  =  o, 

et  étudions  le  point  x  =  o,  y  =  o.  Ici  n    -  3  =  2  ;  l'intégrale  générale 
de  première  espèce  est 


/- 


bxy  -+-  cy'-t-  dx  -\-  cy  -^  f 


Le  système  {v)  se  forme  sans  peine,  et  l'on  tiouve  pour  les  ordres 
manquants  les  nombres 

I,     2,     3,     6,     7,     II. 
On  pourrait  étudier  de  la  même  manière  les  points 

.r  =  o,  y'' —  I  :=  o, 

ainsi  que  les  poiuts  à  l'infini. 

Les  fonctions,  d'ordre  inférieur;»  1  1,  infinies  au  point  >t7  =  o,  y  =  o, 


(■)  Un  exemple  caractéristique  est  fourni  par  les  courbes  liyperelliptiques  de  genre  p; 
quand  on  a  écrit  que  pi  =  i,  p2=  3,  on  a  ('crit  que  la  courlic  est  liyperelliptique,  et  cela 
donne  bien  le  nombre  p  —  i  de  conditions  auxquelles  elle  est  assujettie  ; 

[./.-i  =  3;;-3-f/;-2)]. 
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rangées  par  ordres  croissants,  sont 

P ^y  -h  y  Y-        |3  J-y  -H  y  y-  ~  ly        (xx"-  -H  (3.i-j-  -H  y  v^  -f-  ey 
a  .r=  -H  (3  X  )'  -!-  ■/  »•-  -T-  o.T  H-  c  r        a  .r-  +  j3  .xy  ■+-  y  y-  -+-  ox  -4-  s  >'  -t-  o 

y-  '  y- 

On  vérifiera  aisément  qu'elles  sont  formées  comme  il  a  été  dit  au 
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FORMATION  DES  TABLI-AIX  DORDKES  MANQUANTS.  FONCTIONS  //, 


1.  Soient  '(,  et  L  deux  fonctions  rationnelles  de  .-r  et  dej,  infinies 
en  A.  d'ordres  d  et  d'  respectivement  (').  Le  produit  u/C,  est  une 
fonction  infinie  en  A  d'ordre  d -^  d' .  Donc,  si  d  et  d'  sont  deux  ordres 
existants,  d  -h  d'  sera  aussi  un  ordre  existant.  De  là  résulte  la  proposi- 
tion suivante  : 

Si  p  est  un  ordre  manquant,  d'un  ordre  existant,  la  différence  p  —  f/ 
est  un  ordre  manquant. 

En  eiïet,  si  p  —  (/existait,  (p  —  d)  —  d  =  p  existerait  aussi. 
Soit  dorénavant  a  le  plus  petit  ordre  existant.  Les  nombres 


seront  des  ordres  niantiuanls.  Soit  «l'un  de  ces  nombres;  il  y  a  certai 
nement  au  moins  un  ordre  manquant  p  tel  que  l'on  ait  p  ^/Ymod  a  ) 
puisque  /  est  un  pareil  ordre. 

Je  désignerai  par  r,  le  plus  grand  d'entre  eux.  et  je  poserai 


(       Hii.,  p.   io;. 
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l'entier  u.,  étant  nul,  si  le  seul  ordre  manquant,  congru  à  /suivant  le 
module  a,  est  f  lui-même.  Les  ordres 


manqueront  tous,  et,  comme  le  dernier  est  i  lui-même,  on  en  conclut 
que  ce  sont  tous  les  ordres  manquants  ^E;/(moda).  Si  on  les  écrit  dans 
l'ordre  inverse,  leur  suite  est 


Le  Tableau  des  ordres  manquants  est  donc 


1  -+-  y., 

2  +  5!, 


Le  nombre  des  termes  de  ce  Tableau  est  égal  à  p.  Evaluons-le  sui 
le  Tableau  lui-même  (');  on  voit  immédiatement  qu'il  est  égal  à 

(f/.i+i)-H(;a,+  i)  +  .,  .  +  (fXa-i+l)—    2    f^'  +  «— '• 

Nous  avons  donc  l'égalité 


(■) 


La  détermination  des  ordres  manquants  est  donc  ramenée  à  la  réso- 
lution en  nombres  entiers,  positifs  ou  nuls,  de  cette  équation,  ou  plus 
exactement  à  la  recberclie  d'un  certain  nombre  de  ses  solutions,  comme 
on  va  le  voir. 

Nous  pouvons  en  effet  remarquer  en  premier  lieu  que,  si  le  nombre 
maximum  des  points  d'intersection  d'une  courbe  cp  avec  C  confondus 
en  A  est  /;  +  .v,  l'ordre  manquant  maximum  sera  p  -\-  s  -\-  \  (Cliap.  Il, 


(  •)  Hu.,  loc.  cit. 
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n°  2);  p  -\-  s  ne  pouvant  surpasser  a/j  —  2,  li-s  ordres  manquants  seront 

tous  inférieurs  ou  égaux  à  2/j  —  r . 

En  second  lieu,  nous  avons  étahli  plus  haut  que,  si  d  et  d  étaient 
deux  ordres  existants,  f/+  d'  exislait;  par  conséquent,  si  une  solution 
de  l'équation  (i),  après  nous  avoir  conduits  à  reconnaître  l'existence 
des  deux  ordres  d  et  d',  nous  donne  dans  le  Tableau  des  ordres  man- 
quants le  nombre  d  -+-  d' ,  nous  devons  la  rejeter. 

De  ces  deux  remarques,  nous  pourrions  tirer  des  inégalités  entre  les 
nombres  jjl,,  qui  seraient  des  règles  d'exclusion  relativement  aux  solu- 
tions impropres  de  l'équation  (1).  Mais  une  disposition  convenable  de 
l'opération  va  nous  permettre  de  tenir  compte  de  ces  remarques,  sans 
avoir  à  recourir  à  ces  inégalités. 

2.  Rangeons,  par  ordre  croissant,  les  nombres 

1 ,     2,     3,     ....     ij)  —  I 

dans  un  Tableau  dont  chaque  ligne,  sauf  en  général  la  dernière,  con- 
tiendra a  nombres.  Soit 


ce  Tableau.  Les  termes  de  la  colonne  de  rang  i  sont  tous  ssi(moda), 
et  le  dernier,  en  bas,  est  le  pins  grand  de  ces  nombres  qui  soit  infé- 
rieur à  2y9  —  1  ;  on  en  conclut  que  le  nombre  des  termes  de  la  colonne  de 
rang  i  diminué  d'une  unité  est  la  limite  supérieure  de  ij.;.  Cette  limite 
supérieure  ainsi  déterminée  par  la  simple  inspection  du  Tableau,  je 
forme  les  solutions  de  (i)  qui  satisfont  à  cette  première  condition. 
Soit 

(2)  p.,,     !J-i.     iJ-x-, 

une  de  ces  solutions.  Je  barre  dans  le  Tableau  :  1°  tous  les  termes  de 
la  a''^'"^  colonne;  2"  tous  les  termes  de  la  i'"""  colonne  situés  au-dessous 
du  (iJ-,  +  1)"™''.  Il  reste  alors />  ternies  qui  pourront  former  un  système 
d'ordres  manquants,  si  la  seconde  condition  est  remplie.  Pour  le  voir, 
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je  forme  la  suite  des  ordres  exislants  possibles,  autres  que  a;  car,  en 
ce  qui  concerne  a,  la  condition  est  satisfaite  par  le  fait  même  de  l'opé- 
ration précédente.  Soient  donc  r/,,  d.,,  ...  ces  ordres  rangés  en  suite 
croissante.  Tous  les  ternies  de  d,  en  d,  à  partir  de  rf,,  de  «/a  en  d.,  à 
partir  de  d.,,  de  r/j  en  d^  à  partir  de  c^, ,  etc.  inclusivement,  doivent 
avoir  été  barrés,  sinon  la  solution  (2)  est  inacceptable.  Bien  entendu, 
j'arrête  la  suite  des  ordres  existants,  qui  est  illimitée,  à  l'ordre  existant 
immédiatement  inférieur  hip  —  i;  dans  ces  conditions,  la  suite  à 
considérer  est  formée  tout  simplement  des  nombres  barrés  dans  le 
Tableau,  autres  que  les  multiples  de  a.  Le  nombre  des  vérifications  à 
faire  est  en  général  fort  limité,  car  les  termes  des  suites 

di,     ?.d,,      ...;     d,,     2d,,      ...;     di  + d-i,     di+id,,      ...;      ... 

arrivent  très  rapidement  à  dépasser  2/;  —  r. 

Prenons,  à  titre  d'exemple,  le  cas  dep  =  1 1,  a  =  4-  <J'i  a  i^'i 

a  —  I  =  3,         2/1  —  1=21. 
L'équation  (i)  est 

(1')  [^,-l-/^,-+-(^3=8, 

et  le  Tableau 

")  (■>  7  8 
9  10  II  I. 
li     14     i5     16 


On  a  donc  \i-t'^^,  [J-.^  1,  [J^/i 'i-  Le  nombre  des  solutions  de  (i'), 
satisfaisant  à  ces  conditions,  est  19.  Soient,  par  exemple,  les  deux  sui- 
vantes :  [i.,  =  2,  ui.2  =  4.  [Ji-3  =  2;  et  [j.,  =  [,  [^-0  =  4.  [-'■:)  =  3;  elles  nous 
fournissent  les  deux  Tableaux 

i     -^     3     -( 

;■>       (•)       7       8 
ij      10      1  1      Vî 

ri    li    r.    16 

17     iS     ig     20 


5 

i) 
■5 

0 

10 

3 

7 
1 1 

i 

« 

l:? 
16 
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Dans  le  premier  r/,  =  i3,  2cl,  =  :i6;  la  solution  est  évidemment 
acceptable.  Dans  le  second  d,  ^  9,  2f/,  =  18;  or,  18  n'a  pas  été  barré, 
donc  la  seconde  solution  considérée  est  à  rejeter. 

Les  deux  règles  d'exclusion,  l'une  a prioii,  l'auti'e  a  posteriori,  que 
nous  avons  déduites  des  remarques  du  n"  1,  nous  donnent  des  condi- 
tions nécessaires  que  doit  remplir  un  Tableau  d'ordres  manquants.  Il 
est  naturel  de  se  demander  si  elles  sont  suffisantes.  Ce  n'est  que  plus 
tard  que  nous  pourrons  répondre,  négativement  du  reste,  à  celte  ques- 
tion. Auparavant  je  dois  étudier  les  relations  qui  existent  entre  les 
l'onctions  rationnelles  intinies  en  A;  c'est  ce  que  je  vais  faire. 

3.  D'après  ce  qui  précède,  le  plus  petit  ordre  existant  E^i  (mod  a) 
est  égal  à  a(jj.;-i-  i)  +  /;  je  désignerai  par  h,  une  fonction  quelconque 
de  cet  ordre,  infinie  en  A  seulement,  et  par  a  une  quelcon(|ue  des 
fonctions  analogues,  d'ordre  a.  Dans  la  suite  de  fonctions 


je  distinguerai  celles  dont  l'ordre,  et  par  suite  l'indice,  est  premier 
avec  a,  cl  Je  les  appellerai  des  fonctions  d'ordre  primitif . 

Je  me  propose  actuellement  de  chercher  la  forme  de  la  relation  qui 
lie  u  et  une  fonction  d'indice  primitif»,.  En  premier  lieu,  je  vais  éta- 
blir l'existence  de  celte  relation  à  l'aide  delà  proposition  suivante  (')  : 

Toute  fonction  rationnelle,  infinie  en  A  seulement,  peut  être  tnise  sous 
la  forme 

Ç  =^„(«)^^,(«)".  4- ^.(«)«.-r...  +  ^a-, («)«.-,, 

5'o'  o  I'  •  •    •  oï-i  étant  des  polynômes  entiers  en  u. 

Soient  0,  l'ordre  de  'Ç;  0.,,  o,,  ...  les  ordres  existants  inférieurs  à 
0,,  rangés  en  suite  décroissante  ;  yj,-_,  Tj,;  .  . . .  des  fonctions  rationnelles 
quelconques,  infinies  en  A  seulement,  d'ordres  o,,  o,.  . . .  :  je  convien- 
drai cependant  de  prendre  rn^  —  u,,  si  o^  égale  a(|j.,-i-  1)4-/.  Du  n"5 
du  Chapitre  II  on  déduit  sans  peine  que  l'on  a 

Ç  =  A5,ïl;,4-A5,r,;,-^...^-A:,»^-Ao. 
(')  &■.,  p.  3o8. 
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Cela  posé,  soit  Oj^i{modv.),  et  posons  0,  =  a(v;4- [X/+ i)+ «;  la 
fonction  u'nii  est  d'ordre  ùj,  et  si  je  lui  applique  la  formule  précédente, 
j'ai  l'égalité 

tr'ji/i  =  A'r,,mj  +  A'5,^,r,^,^_l-f- .  . .  +  A,',. 

A  chaque  ordre  o^,  différent  de  l'un  des  ordres  a((j.,+ i)  4- «,  corres- 
pond  une  pareille  équation.  Je  peux  donc,  entre   ces  équations  et 
l'équation  (i),  éliminer  les  fonctions  Yja^  différentes  des  ?/,,  et  l'expres- 
sion que  j'obtiens  ainsi  pour  l  est  de  la  forme  demandée. 
Appliquons  cette  proposition  aux  fonctions  (') 


nous  aurons  a  —  1  égalités  de  la  forme 

(i)         «?  =  ^/,o-i-ir/,i«.-t-^/:2"2+---i-^/,,a-i«c<-i        (A  =  2,3,  ...  =(); 

les  degrés,  ou  plutôt  les  limites  supérieures  des  degrés  en  u,  des  po- 
lynômes gfy^i  se  déterminent  par  la  condition  que  ii'l  est  infini  en  A 
d'ordre  A[a([ji.;  +  i)  4- «].  Soient  q,,eir^  le  quotient  et  le  reste  de  la 
division  de  Aj  par  a;  li  le  degré  de  gf,j;  on  a  : 


(2) 


Pour  /r=  o. . 

Pour  /</■/,. 

Pour  /^=r/,. 

Pour  />/•/,. 


ôi 

<    /(([i,  4-1  )-+-'//-. 

0/ 

<   A(|Ji,-^i)-(fX,+  i)-hr/,, 

àt 

=  /((p:,  +  l)-  (.U/H-O+r//, 

0/ 

;:   //(j^,  +  l)  — (p.,-4-l)  +  y/, 

on  remarquera  que,  pour  le  polynôme  ^,,_,.,,,  le  degré  est  toujours  égal 
à  sa  limite  supérieure  ;  le  produit  g/,,,,,",,,  est  en  effet  le  seul  dont  l'ordre 
soit  égala  celui  de  ?/f. 

Écrivons  les  équations  (i)  de  la  façon  suivante  : 

i/*  — ^/,,,«,— ^/,,„  =  ^,,,,(/,  +  .  .  .-!-5-/,,o(-i"a-i  (A  =  2,  3,  .  .  .,  a), 

et  entre  ces  a— I  équations,  éliminons  les  a  —  2  quantités //.j, //;,.  ..., 
«,_,,  ;//+; .  . . . ,  «„;  nous  obtenons  une  équation  de  la  forme 

(3)  Vo"f+7,"f-'  +  ---^ya=0, 


(!)&.,  i/jù/.. 

H. 
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Y„.  Y ,  Ya  ilésignant  des  polynômes  entiers  en  ii,  qui  s'expriment  à 

l'aide  des  g-/,,  par  des  déterminants  faciles  ii  former. 

4.  L'existence  de  I;i  relation  entre  u  et  ;/,  étant  ainsi  établie,  il  s'agit 
de  préciser  sa  forme.  Les  deux  fonctions  u  et  u,,  n'ayant  d'autre  infini 
que  le  point  A,  «,  ne  peut  devenir  infini  que  si  u  l'est  aussi.  La  forme 
définitive  de  la  relation  est  donc 

(4)  «;'  +  ,ir,"?-'-^...  +  .i'a=o, 

gt,  g.,,  .  ■ . , ga  étant  des  polynômes  en  //,  dont  il  nous  faut  connaître  le 
degré,  et  la  façon  dont  ils  se  rattaclient  aux  polynômes  y-  four  y 
arriver,  il  suffit  d'étudier  les  déterminants  qui  représentent  les  poly- 
nômes y>  J(3  n'exposerai  pas  cette  étude,  un  peu  longue,  mais  sans 
difficultés  particulières;  d'autant  plus  que,  dans  ce  qui  suit,  j'indi- 
querai un  moyen  beaucoup  plus  rapide  d'arriver  au  point  le  plus  im- 
portant pour  moi,  la  détermination  des  degrés  des  polynômes  g^, 
g.,,  . . . ,  ^a-  Je  ne  donnerai  donc  que  les  résultats  de  cette  étude. 

i"  Le  polynôme  Yo  est  d'un  degré  déterminé,  au-dessous  duquel 
il  ne  peut  s'abaisser;  par  suite  les  polynômes  Yi'Ys-  •••- Ya  sont  tous 
divisibles  par  Yn.  et  l'on  a 

■i°  Le  degré  du  polynôme  g/,  est 

0/4  = /'(,"/-!- 1)-+  f/ln 
et  pour  le  polynôme  ^3,.  on  a  exactement 

d,  désignant  Tordre  de  «,. 

Le  terme  de  plus  baut  degi'é,  par  rapport  à  u  et  à  «,,  dans  (4),  est 
précisément  le  ternie  de  plus  baut  degré  de  g^.  Donc  lare/alion(l\)  est, 
par  rapport  au  et  à  h,  ,  de  degré  d,. 

Je  désignerai  constamment  dans  la  suite  l'équation  (4)  par 

Je  vais  continuer  l'étude  de  cette  équation  en  cbercbant  le  nombre 
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do  paramètres  arbitraires  qu'elle  contient.  L'é(iiialioii  la  plus  générale, 
de  même  forme  que  F(w,  Ui)  —  o,  renferme 

coefficients;  en  remplaçant,  puisque  l'équation  est  supposée  com- 
plète, S,  par  sa  limite  supérieure,  on  trouve 

c'est-à-dire  -  '"^'■■Si  nous  revenons  à  la  relation   (/)),  nous 

voyons  que  le  nombre  des  arbitraires  qu'elle  renferme  est  nécessaire- 
ment moindre.  En  effet,  d'une  part,  il  faut  remarquer  que  la  rela- 
tion (4)  a  lieu  entre  deux  fonctions  ii  et  w,,  quelconques  de  leur  ordre, 
et  contenant  ensemble  rf,~  ^ +n- 2  =  f/,  —  ^+  3  arbitraires,  ^- étant 
le  nombre  des  ordres  manquants  inférieurs  à  d^;  d'autre  part,  la  rela- 
tion F(u,iii)  =  o  est  une  équation  algébrique  de  même  classe  que 
l'équation /(.r,  v)=:  o  de  la  courbe  C.  Il  en  résulte  en  premier  lieu 
que  le  nombre  trouvé  plus  haut  doit  être  diminué,  pour  la  relation  (/|), 
de  f/,  —  k  -\-  3  unités,  soit  que,  laissant  arbitraires  les  paramètres  des 
fonctions  u  et  «,,  on  les  considère  comme  figurant  pour  dj—k  +  'd  uni- 
tés dans  le  nombre  d'arbitraires  que  peut  contenir  le  premier  membre 
de  (4),  soit  que,  profitant  de  leur  indétermination,  on  réduise  à  des 
valeurs  numériques  un  égal  nombre  de  coefficients  de  ce  premier 
membre.  En  second  lieu,  la  relation  (4)  est  de  genre  p  et  appartient 
à  une  classe  possédant  un  point  de  Weierstrass  d'espèce  déterminée; 
il  existe  de  ce  fait  un  certain  nombre  de  relations  entre  ses  coeffi- 
cients. Le  nombre  exact  de  ces  relations  sera  déterminé  plus  tard; 
pour  le  moment  nous  ne  retiendrons  de  ce  qui  précède  que  ceci  :  en 
laissant  de  côté  l(s  conditions  relati'.'es  au  genre  et  à  la  classe,  on  peut 
considérer  le  premier  membre  de  la  retalion  (4)  comme  contenant 

paramétres  arbitraires . 
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5.  L'existence  de  la  relation  ('()  pouvait  aussi  s'établir  a /^n'or/,  en 
ayant  recours  aux  principes  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques. 
Plus  généralement,  on  peut  en  déduire  l'existence  d'une  relation  entre 
deux  fonctions  quelconques  'C,  et  "G,  infinies  en  A  seulement,  de 
même  forme  que  la  relation  (4)  et  de  degré  r/,  en  'C^,  de  degré  d,,  en  'C,-, 
di  et  d^  étant  les  ordres  respectifs  de  "C,  et  "C^.  Cette  relation  sera  donc 
du  type 

(^)  ?;''  +  é'.(Ç/.)"/'-  +  •  •  .  +  i^/,  (?/,)  =  o, 

gt,  g..,  . ..,  g,,^  étant  des  polynômes  en  'G,  dont  le  dernier  g,,^  est  né- 
cessairement de  degré  r/,.  Pour  déterminer  les  degrés,  ou  les  limites 
supérieures  des  degrés  des  autres,  je  me  servirai  de  la  remarque  sui- 
vante : 

Soit/(a;,j)  =  o  une  équation  algébrique;  formons  pour  cette  équa- 
tion le  parallélogramme  de  Newton,  et  traçons  le  contour  polygonal 
fermé  contenant  à  son  intérieur  ou  sur  ses  côtés  tous  les  points  de  la 
figure,  en  procédant  comme  pour  la  ligne  polygonale  de  Puiseux,  et 
en  complétant  cette  ligne  si  elle  existe.  La  portion  concave  vers  l'ori- 
gine de  ce  contour  permet  de  trouver  le  premier  terme  du  développe- 
ment de  celles  des  déterminations  de  y  qui  sont  infinies  pour  x  finie, 
et  de  toutes  les  déterminations  de  y  pour  x  infinie,  tout  comme  la 
ligne  polygonale  de  Puiseux  le  permet  pour  les  déterminations  de  y 
infiniment  petites  avec  ic,  lorsqu'il  y  en  a. 

Ici,  '(,  et  "Ca  sont  infinis  simultanément;  d'autre  part,  'd  et  t^-,  consi- 
dérées comme  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y,  sont  infinies  en  A 
seulement,  et  leurs  développements  en  séries  de  puissances  dex  —  x„ 
seront  de  la  forme 

A,  * 


les  puissances  allant,  bien  entendu,  en  croissant;  par  suite  les  d/,  dé- 
terminations de  'C  fournies  par  l'équation  (5),  se  développent  toutes 
en  séries  procédant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  'Ca  et  du 
type  : 
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11  en  résulte  que,  pour  cette  é(juation,  la  partie  concave  vers  l'ori- 
gine du  contour  précédent  se  réduit  à  la  droite  allant  du  point  (o,(4) 
au  point  (f/,,  o),  et  que  tous  les  points  du  parallélogramme,  autres  que 
ces  derniers,  sont  en  dehors  de  cette  droite;  ceci  est  plus  particulière- 
ment une  conséquence  de  ce  fait,  que  le  premier  coefficient  du  déve- 
loppement est  racine  d'une  équation  hinome  de  degré  (//,. 


ro.dj 
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~^ 

^ 
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''~- 
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Il  en  résulte  que  pour  un  point  quelconque  de  la  figure,  de  coor 
données  (a,  P),  on  a 


l'inégalité  ne  se  changeant  jamais  en  égalité,  sauf  pour  les  deux  points 
(o,f4)  et  (f//,  o).  Soit  0/,  le  degré  de  gh,  appliquons  ceci  au  terme 

'Cj''uf'~''';  il  vient  0/,<[  —j-^  :  à^twc  Ct/,  a  pour  limile  supérieure  l'entier  irnnic- 

dialement  inférieur  à  —r^-,  sauf  si  h  =  f/^  ;  on  a  alors  o,,^  =  r/,. 

Revenons  à  la  relation  (4);  nous  retrouvons,  en  f\ùsant  d^—  a,  pour 
les  degrés  des  polynômes  gh,  ou  pour  leurs  limites  supérieures,  les 
nombres  donnés  au  n°  4,  et  c'est  là  le  mode  de  détermination  de  ces 
nombres  auquel  j'ai  fait  allusion.  Je  ferai  une  seconde  application  de 
ce  qui  précède  à  la  relation  entre  u  et  une  fonction  m,  d'ordre  non 
primitif;  ici  encore  je  dois  faire  d^=  a,  mais  il  y  a  lieu  de  distinguer 

deux  cas  dans  la  recherche  de  l'entier  immédialement  inférieur  à  — -  : 

soit  D   le   plus   grand    commun    diviseur  de  i  et  de    a,;    si   h=Âo 

i  mod  ïY  j,  cet  entier  est  A([jt.,H-  r)  +  ({/,,  et  l'on  a  encore 


A  (p., 


>)-^7a; 
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si  au  coii(rairc/(  =  o  fmod^j.  ^  est  entier  ot  c'gal  à /^  a,  f- 1  ) +  yy,; 
on  a  donc 

Ifi  cas  de  h  =  a  étant  excepté  et  o^  étant  toujours  égal  à  d,. 


CHAPITRE  IV. 

liEinU-SENTATION  PAU  UNE  ÉQUATION   \'{u,Ui)^o 

D'UNE  CLASSE  UE  COURBES  DE  GENKE  p  POSSÉDANT  UN  POINT  DE  WEIERSTKASS 

D'ESPÈCE  DÉTERMINÉE. 


1.  Je  vais  désormais  me  replacer  au  point  de  vue  géométrique  et 
envisager,  au  lieu  de  relations  algébriques  entre  deux  variables,  les 
courbes  qu'elles  représentent  en  coordonnées  cartésiennes.  Les  con- 
ditions imposées  par  l'existence  d'un  point  de  Weierstrass  se  présen- 
teront ainsi  sous  une  forme  plus  nette  et  plus  intéressante.  D'autre 
part,  comme  on  peut  définir  une  classe  de  courbes  algébriques  par 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  je  prendrai,  pour  définir  une  classe, 
la  courbe  représentée  par  l'une  des  relations  (4) 
F(«,«,)  =  o 

du  n"  4  du  Chapitre  précédent,  lorsqu'on  y  regarde  a  et  w,  conmie  les 
coordonnées  cartésiennes  d'un  point  du  plan;  ;/,  sera  donc  une/o«c- 
tion  d' oj dre primitif . 

Cette  courbe  est  de  degré  o?,;  le  point  de  Weierstrass  A  est  pour  elle 
le  point  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  des  «,.  Par  ce  point  passent 
di — a  branches  tangentes  à  la  droite  de  l'infini;  ce  point  est  donc 
multiple  en  général,  tandis  que  sur  la  courbe  fondamentale  primitive 
il  était  supposé  simple;  ce  fait  résulte  du  rôle  que  joue  le  point  A  dans 
la  transformation  birationnelle  qui  permet  de  passer  d'une  courbe  à 
l'autre.  Pour  caractériser  davantage  ce  point  multiple,  j'ajouterai  que 
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ce  qui  suit  montre  qu'il  est  analogue  à  celui  que  présente  à  l'origine 
lies  coordonnées  la  courbe  j'''""  —  K£c'''=  o,  l'axe  des  a;  jouant  ici  le 
même  rôle  que  la  droite  de  l'infini  plus  haut.  On  voit  en  particulier 
que  la  droite  de  l'intini  rencontre  la  courbe  en  r/,  points  confondus 
en  A.  Nous  désignerons  cette  courbe  par  C;!~*. 

Nous  allons  tout  d'abord  reprendre  l'équation  de  cette  courbe 

(I)  [•(//,  «,)rr_-0 

pour  faire  d'une  façon  plus  précise  l'étude  des  déterminations  de  «/, 
pour  u  =  co.  Si  nous  appliquons  à  cette  étude  la  remarque  faite  à  la  fin 
du  Chapitre  précédent,  nous  voyons  que  les  développements  en  série, 
pour  u  =  oc,  des  a  déterminations  de  ;/,  sont  tous  de  la  forme 


Ao  étant  racine  de  l'équation  binôme  :;"^-  K  =  o,  où  K  désigne  le  coef- 
ficient du  terme  de  plus  haut  degré  de  g^..  On  en  conclut  que  les  a 
déterminations  de  w,  forment  un  système  circulaire  unique,  et  par 
suite  que  les  a  feuillets  de  la  surface  de  Riemann,  correspondant  à 
l'équation  (i),  se  ramifient  tous  entre  eux  au  point  u  =  co,  de  manière 
à  former  un  point  de  ramification  unique  d'ordre  a  —  i .  De  là  résulte 
l'importante  proposition  que  voici  :  Toute  équation  F(«,  ;/,)  =  o,  entre 
u  et  une  fonction  i/,  d'ordre  primitif,  est  irréductible. 

Disons  à  ce  propos,  pour  n'avoir  plus  à  y  revenir,  un  mot  sur  les 
relations  entre  u  et  les  fonctions  d'ordres  non  primitifs.  Pour  ces  rela- 
tions la  surface  de  Riemann  est  formée  d'à  feuillets,  se  ramifiant  au 
point  M  =  co  par  groupes  de  ^  feuillets  ('),  de  manière  à  former  D 

points  de  ramification  d'ordre  tt  —  i  superposés  en  ce  point.  On  ne 
peut  donc  plus  conclure  à  l'irréductibilité  de  la  relation;  cependant, 
si  l'on  traite  des  cas  particuliers,  on  voit  que  la  relation  entre  la  fonc- 
tion n  et  une  fonction  Ui  d'ordre  non  primitif/  est  irréductible  en  gé- 
néral, c'est-à-dire  si  l'on  prend  pour  «,■  une  fonction  suffisamment 
générale  de  son  ordre;  qu'elle  ne  cesse  de  l'être  que  pour  des  fonc- 


(')  D  désigne  ici  comme  au  n"  5  du  Cli.  III  le  plus  grand  enmuum  diviseur  entre  /  cl  a. 
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lions  Uj  particulières.  Par  conséquent,  on  doit  admettre  que  la  relation 
entre  u  et  une  fonction  m,  d'ordre  non  primitif  est  irréductible,  sauf 
peut-être  pour  certaines  fonctions  particulières  u,  de  cet  ordre.  Ceci 
revient  en  somme  à  admettre  que  les  formules  0-'=  u,  y'  =  ?/,  définis- 
sent une  transformation  birationnclle  de  la  courbe  fondamentale  pri- 
mitive C,  tandis  que  les  formules  .r'=  «,  r'=  u'i  n'en  définissent  pas, 
et  ne  donnent  qu'une  transformation  unirationnelle  de  cette  courbe. 
Le  fait  qu'on  n'est  pas  absolument  certain  de  l'irréductibilité  d'une 
pareille  relation,  et  aussi  celui  que  les  calculs  qui  vont  suivre  sont 
beaucoup  plus  compliqués  pour  elle  que  pour  une  relation  correspon- 
dant à  une  fonction  d'ordre  primitif,  m'ont  conduit  à  adopter  les 
courbes  représentées  par  ces  dernières  pour  la  définition  de  la  classe, 
bien  qu'elles  ne  soient  pas  toujours  aussi  simples  que  celles  qui  cor- 
respondent aux  premières.  Cependant,  je  me  servirai  de  celles-ci  dans 
l'application  aux  courbes  gauches. 

Je  passe  maintenant  à  la  détermination  du  nombre  des  points 
doubles,  ou  de  l'équivalent  en  points  doubles  du  nombre  des  points 
multiples  que  présente  la  courbe  C^"''  en  dehors  de  A.  Soit  (r  la 
somme  des  ordres  des  points  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann 
précédente;  elle  a  a  feuillets  et  est  de  genrep;  j'ai  donc 

w  est  formé  de  l'ordre  a  —  i  du  point  de  ramification  à  l'infini  et  de 
la  somme  des  ordres  des  points  de  ramification  à  distance  finie.  Si 
N  est  le  degré  du  discriminant  par  rapport  à  Ui  de  F(m,m,).  et  0  le 
nombre  des  points  doubles,  cette  dernière  somme  est  égale  à  N  -  20; 
j'ai  par  suite  cr  =  a  —  i  -t-  N  —  20  et 


Pour  calculer  N,  j'écris  le  discriminant  sous  la  forme  !!(«/'— ?^-'')-, 
u'/",u'/*  désignant  des  déterminations  quelconques,  mais  différentes 
de  Uj,  et  je  remplace  toutes  ces  déterminations  par  leurs  développe- 
ments en  série  suivant  les  puissances  décroissantes  de  u;  le  degré  du 
terme  de  plus  haut  degré  du  produit  sera  précisément  N.  Or,  si  je 

borne  chaque  développement  à  son  premier  terme,  qui  est  en  «'' ,  j'ob- 
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tiens  un  terme  qui  ne  disparaîtra  pas  (car  son  coefficient  est  le  dis- 
criminant de  l'équation  binôme  déjà  considérée  s='  -h  K  =  o  et  est  par 
suite  différent  de  zéro),  et  qui  sera  manifestement  le  terme  de  plus 
haut  degré  du  produit.  Ce  terme  est  de  degré 


{^-i)di. 


Donc  N  —  (a  —  i)di  et  l'on  a 


(.)  .^^^^Z^LTl^^p. 

Pour  une  courbe  correspondant  à  une  relation  F(//,  //,)  =  o, 
;/,  n'étant  pas  d'ordre  primitif,  on  aurait,  D  ayant  toujours  la  même 
signification, 

(3)  5^(^ziL)ii^0n(^^)_^. 

2.  Je  considère  enfin  l'intégrale  de  première  espèce  la  plus  générale 
attachée  à  la  courbe.  Comme  Y{it,  u^)  =  o  est  de  degré  a  en  z/,  et  que 
le  coefficient  u^  est  indépendant  de  ii,  je  peux  écrire  cette  intégrale 
sous  la  forme 

?(^^;„ 

o(u,  iii)  étant  une  fonction  entière  de  u  et  de  m,-,  de  degré  a  —  i  au 
plus  en  Ui,  telle  que  w  reste  finie  sur  toute  la  surface  de  Riemann  ;  je 
représenterai  cette  fonction  par 


-f 


^3,  o-p.,  ...  étant  des  polynômes  entiers   en  u  respectivement   de 

degrés  [3,,  [3., Comme  je  peux,  sans  restreindre  la  généralité  dans 

une  certaine  mesure  ('),  supposer  que  CrfP"  n'a  en  dehors  du  point  A 
que  des  points  doubles  ordinaires,  je  ferai,  pour  plus  de  simplicité, 
cette  hypothèse  dans  tout  ce  qui  suit.  Dans  ces  conditions,  (p(jz,  u^)  est 
assujettie  à  s'annuler  aux  o  points  doubles  de  CrfP",  et,  de  plus,  pour 
que  iv  reste  finie  pour  î<  =  cc,  à  être  d'une  forme  que  je  vais  déterminer. 


(')  Au  moins  en  ce  qui  concerne  l'exposilion. 
H. 
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Pour  cela,  je  vais  chercher  le  premier  terme  du  développement  de  l'in- 
tégrale (v  suivant  les  puissances  décroissantes  de  u.  Si  je  pose  pour  un 
instant  —  =  v,  je  vois  tout  d'ahord  que  le  développement  de  j^> 
effectué  comme  je  viens  de  le  dire,  commence  par  un  terme  en  m''-''''. 
Pour  avoir  le  premier  terme  du  développement  de  (p(«,  iii),  je  remarque 
que  ceux  de  ces  termes  qui  proviennent  d'un  produit  g^^uf''  ne  peu- 
vent se  réduire  avec  ceux  qui  proviennent  d'un  autre  produit  analogue 
gkiif^'',  et  qu'ils  ne  peuvent  pas  davantage  se  réduire  entre  eux;  par 
suite,  le  terme  cherché  est  donné  par  le  terme  de  plus  haut  degré 
d'un  seul  de  ces  produits  que  je  désignerai  par  g<^jif~'',  et  sera  de 
degré  ^h+  (a  —  h)v.  Comme  le  produit  g-^iHf''  donne  des  termes  au 
plus  de  degré  j3;-f-  (a  —  /)v,  on  en  conclut  l'inégalité 

(4)  p,+  (a-/)v<p,^(>-/Ov. 

De  tout  ceci,  il  résulte  que  le  développement  de  ~,  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  ii,  est  de  la  forme 

dir_         A 

du  ~  „(''-! )v-fi,.  '*'■■•' 

et  que,  pour  que  l'intégrale  reste  finie  pour  u  =  x,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

On  a  donc  {i/,<C(h  —  i)v  —  i  ;  d'où,  en  vertu  de  (4)  et  quel  que 
soit  /, 

(5)  (3,<(/-i)v-K 

Une  première  conséquence  de  cette  inégalité  est  que  l'on  no  peut 
avoir  l—i,  car  p,  est  positif  ou  nul;  donc  : 

ç(?<,  u,)  n'est  que  de  degré  ol  ~  3.  au  plus  en  u^. 

De  plus,  si  je  remplace  v  par  sa  valeur  —  =  °'-^'"'"         -■  je  trouve 
pour  le  degré  [i/,  ou  pour  sa  limite  supérieure, 

(6)  p,<(/-i)(H,-hi)  +  «/,-,-i. 

Si  l'on  désigne  par  ù/_,,  non  plus  nécessairement  le  degré    du 
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polynôme  gv-i  qui  figure  dans  F(«,  «i,),  mais  sa  limite  supérieure 
(Chap.  III,  n"  4),  on  voit  que  l'on  a 

En  résumé,  le  polynôme  cp(w,  Uj)  le  plus  général  est  un  polynôme  de 
la  forme 

s' annulant  aux  ù  points  doubles  de  Cf/~",  et  les  degrés  [îo,  ^j,  .    .  des 
polynômes  g^^ .  g'pj .  •  •  •  véiifiant  l'inégalité  (6). 

De  l'analyse  précédente,  il  résulte  évidemment  qu'en  égalant  ce 
polynôme  à  zéro  on  obtient  l'équation  de  la  courbe  ç  la  plus  générale 
attachée  à  la  courbe  C'^"*.  On  peut  du  reste  vérifier  aisément  qu'elle 
contient  yo  paramètres  arbitraires  sous  forme  linéaire  et  homogène; 

en  effet,  le  nombre  de  ses  coefficients  est 


assujettie  à  S  conditions  linéaires;  or,  d'après  l'égalité  (2),  on  a  préci- 
sément \  '~      —  0  =  p.  De  plus,  le  degré  de  cette  courbe  est 

égal  hdi—  3  —  [j.,,  par  conséquent  au  plus  égal  à  d^  —  3. 

Si  [j.,  est  différent  do  zéro  on  doit  ajouter,  à  o(u,  «,)  =  o,  la  droite 
de  l'infini  comptée  p.,  fois,  si  l'on  veut  avoir  une  courbe  adjointe  de 
degré  </,  —  3  effectivement. 

3.  Je  vais  actuellement  aborder  la  recherche  des  conditions  impo- 
sées à  la  courbe  F(w,  u^)  =  o  par  l'existence  du  point  de  Weierstrass. 
Pour  cela,  je  commence  par  former  le  système  d'intégrales  de  première 

espèce  i'/,,  correspondant  à  ce  point  (Chap.  II,  n°  3).  Soient  p,,  pj 

Pp  les  ordres  manquants  en  A,  et 


X  an, 


)cla 


l'intégrale  correspondant  à  p^;  <^/,(u,Ui)  désigne  ici   le   polynôme 
(f(u,  Ui)  particulier 

je  poserai  de  plus  p/,  =  a[x  +  p,  p  étant  un  des  nombres  1,2,  ...,a  — t, 
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et  [ji  l'un  des  nombres  o,  i,  -2,  . . .,  y.^.  L'intégrale  v^,  étant  infiniment 
petite  au  point  A  d'ordre  p/,,  doit  être,  puisque  le  point  A  correspond 
3iu=^x>,  infiniment  petite  d'ordre  p^  pai*  rapport  à  -•  Comme  le  point 
M  =  x  est  un  point  de  ramification  d'ordre  a  de  la  surface  de  Rie- 
mann  (i),  et  que,  d'après  le  développement  donné  au  numéro  précé- 
dent, on  a 

'"-■^^^^^^■■■' 
on  voit  que 

ou,  en  introduisant  la  nouvelle  forme  de  pf,  et  l'expression  de  </,  en 
fonction  de  a, 

aij.  +  p^{k^  -)[«(^+ ')  +  ']-  =<(ri^H-  0- 

De  là  résulte  tout  d'abord 

(7)  (/«  — i);  =  p         (moda); 

cette  congrucnce,  toujours  possible  puisque  i  est  premier  avec  a,  admet 
une  solution  et  une  seule  comprise  dans  la  suite  2,  3,...,  a;  le 
nombre  h  est  égal  à  cette  solution  et  si,  effectuant  la  division  de 
(/i  —  i)i  par  a,  je  pose  de  nouveau  (/<  —  i)«  =  a*//,  ,  4- z-^.,,  j'ai 
r/,_,  =  p.  En  second  lieu  je  trouve 

(«)  Pa  =  (/'  -  l)(fl<+  ')  +  '//<-!-  •  —  lJ-  =  ?'/,  —  H; 

en  désignant,  comme  je  l'ai  déjà  fait  pouro^,  par  [3^,  non  pas  forcément 
ce  nombre  lui-même,  mais  sa  limite  supérieure. 

Donc,  le  polynôme  ^pi  est  toujours  dans  o^  de  degré  [i/j  —  [j.,  h 
désignant  le  nombre  unique  de  la  suite  2,  3,  . . .,  a  qui  vérifie  la  con- 
gruence  (7). 

Ceci  revient  à  dire  que  9^  contient  nécessairement  le  terme  u^i''^uf~''  ; 
j'a[)pellerai  c^  terme  le  terme  caractéristique  de  la  fonction  cp/;. 

Quant  aux  degrés  des  autres  polynômes  ^'•p; ,  on  voit,  en  tenant 
compte  de  l'inégalité  (4),  que  l'on  a 

[i/  et  /v_,  ayant  le  même  sens  que  pA  et  />,_,  tout  à  l'heure. 
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On  a  donc  en  définitive  le  système  de  formules 

j/V_,  <p,  (S*!   P,  -,a-., 

(9)  0,-1  =  p,         (3^=  (3/.  — /A 

(  o-,  >  p,      p;'- 1  P,  -  p., 

qui  comprend  tous  les  cas. 

11  importe  de  remarquer  que  ces  formules  entrainent  une  limitation 
du  degré  de  çp^.  non  seulement  par  rapport  à  u,  mais  aussi  par  rapport 
à  u,.  On  doit  avoir,  en  efiet,  suivant  la  valeur  de  /,  soit  [3^—  p.^o,  soit 
p^—  (ji.  —  i^o.  Comme  ^i  croit  avec  /,  il  existe  un  entier  /,  que  je  peux 
toujours  supposer  >2,  tel  que  pour  toutes  les  valeurs  de  /de  la  suite 
/,,/,  +  !,  ...,  a  l'inégalité  qu'il  convient  de  prendre  soit  vérifiée.  Par 
suite,  le  ternie  de  plus  haut  degré  de  cp^  en  m,-  sera  de  degré  a.- — -/,. 
De  plus,  comme  c^^contient  nécessairement  son  terme  caracléristique,  on 
doit  avoir 

(.0)  h  11,. 

4.  La  courbe  cp^  =  o  passe  par  les  o  points  doubles  de  Q';"";  de  plus, 
comme  (v  est  supposée  l'intégrale  de  première  espèce  la  plus  générale 
infiniment  petite  d'ordre  p*  en  A,  cp/i  doit  contenir  sous  forme  homogène 
p  —  k-\- 1  paramètres  arbitraires  q\.  p  —  k  -\-\  seulement.  Soit  N^  le 
nombre  des  termes,  et,  par  suite,  des  coefficients  de  la  fonction  ç^  la 
plus  générale;  la  courbe  9^=0  passant  par  les  0  points  doubles  de  C^;"", 
ces  coefficients  sont  liés  par  0  relations  linéaires  et  homogènes,  et 
comme  p -— k -^  i  d'entre  eux  restent  arbitraires,  on  doit  avoir 
p  —  k-^  i^N;t—  0,  dans  tous  les  cas. 

On  a  donc,  en  faisant  successivement  /t  =  i ,  2,  . .  ,p. 


(1') 


N„lô  +  i. 


N,  étant  le  nombre  des  coefficients  de  la  fonction  (^{u,Ui)  la  plus 
générale,  la  première  de  ces  inégalités  est  toujours  une  égalité  (n°  2). 
Il  convient  donc  de  distinguer  deux  cas.  Si  N^  =p  -H  S  —  A-  +  i ,  les 
coefficients  de  cp^.  forment  une  solution  des  équations  considérées  con- 
tenant/^—/:+i=N;i— 0  arbitraires,  ce  qui  est  le  nombre  d'arbitraires 
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que  comporte  en  général  un  système  de  o  équations  à  N/^  inconnues.  11 
n'existe  pas  dans  ce  cas  de  relations  entre  les  points  doubles  de  CJ"", 
du  moins  du  chef  de  la  courbe  0^=  o.  Si,  au  contraire, 

N/,-</>-HÔ-A-  +  i, 

le  nombre  p  —  k  -{-  i  d'arbitraires  que  renferme  cette  solution  est  su- 
périeur à  N;;-- -  §;  donc  l'existence  de  5-a=  o  entraîne  ici  un  certain 
nombre  de  relations  entre  les  points  doubles. 

Pour  en  trouver  le  nombre  et  la  nature,  je  dois  former  le  système 
d'équations  linéaires  que  je  viens  d'envisager;  à  cet  effet,  j'écrirai  la 
fonction  cp^i  sous  la  forme  suivante  : 


a,  b,  4-  x.,Li.T-i-  . 


ay.by,^. 


a,,  Xo,  ...  désignant  les  coefficients  des  termes,  etè,,  è, b^^  la 

partie  des  termes  qui  contient  u  et  w,  ;  le  dernier  terme  sera  toujours  le 
terme  caractéristique  de  o^;  quant  aux  autres,  je  ne  supposerai  rien 
sur  leur  ordre.  Soient,  de  plus,  [«''',  f/,?']  les  coordonnées  d'un  point 
double  de  C;!f",  (X  =  i ,  2,  3,  . .  .,  5),  et  b]  le  résultat  de  leur  substitu- 
tion dans  hj. 

Cela  posé,  je  prends  la  fonction  '^p{ii,  «,),  qui  contient  un  seul  pa- 
ramètre arbitraire  sous  forme  homogène,  en  facteur  par  conséquent. 
Le  système  d'équations  correspondant  est 

(A,)  Xih\-i- !x.,ù\-^.  .  .-i- x^^bl^,=  o,         (l  — 1,2,  .  .  .,0); 

le  Tableau  des  coefficients  des  a 


(T.) 


admet  un  déterminant  principal,  de  même  forme  que  le  déterminant 

b]       ...     bi 


que  je  peux  supposer  être  B,  lui-même,  l'existence  d'un  déterminant 
principal  de  cette  forme  résultant  de  la  présence  du  terme  caractéris- 
tique dans  <yp-  Ceci  entraîne  que  tous  les  déterminants,  obtenus  en 
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bordant  B,  avec  les  éléments  de  la  dernière  colonne  et  des  lignes  res- 
tant dans  T| ,  sont  nuls  ;  d'où  S  + 1  —  N^  conditions  que  remplissent  les 
points  doubles. 

Je  passe  maintenant  h  ç^.,  ;  le  système  d'équations  linéaires  est  ici 

(A,)  aib]  +  .  ..i-xybl  +.  .  .-haj^^^ù}.     ,         (X  =  i ,  2,  .  .  . ,  5), 


et  le  Tableau  des  coefficients  des  a 
b\     .   .     bi, 


(T,) 


bl   _, 


Comme  <p^,  contient  deux  paramètres  arbitraires,  et  qu'il  existe 
une  fonction  cp^,  renfermant  le  terme  caractéristique  et  ne  renfermant 
pas  le  terme  b^  ,  un  déterminant  principal  de  ce  Tableau  est  de  la 
forme 

*1     •  •  •     1>L_,    6A„,      ■ . .     b^  _ 


''k 


b^. 


je  supposerai  que  c'est  Bo  lui-même.  11  en  résulte  que  tous  les  déter- 
minants obtenus  en  bordant  B^  avec  les  éléments  des  autres  lignes  de 
T2  et  avec  les  éléments,  soit  de  la  colonne  de  rang  N^,,  soit  de  celle  de 
rang  Np_,,  sont  nuls.  Or  une  application  convenable  de  la  règle  de 
Laplace  montre  que  les  premiers,  ceux  qui  contiennent  des  éléments 
de  la  colonne  de  rang  N^,  sont  nuls  en  vertu  des  conditions  précé- 
dentes, relatives  à  Op.  On  trouve  donc  0  -\- 2.  —  N^_,  conditions  nou- 
velles, en  général  indépendantes  de  celles  déjà  trouvées.  Prenant 
ensuite  ç^_2,  et  continuant  de  proche  en  proche,  je  vois  que  l'existence 
de  cp^i  entraine  que  le  Tableau  T^_/,+,  des  coefficients  des  a  dans  les 
équations  Ap./,-+,  admet  un  déterminant  principal,  du  type  Bp_A+t. 
que  je  peux  toujours  supposer  être  Bp_A+,  lui-même;  que  parmi  les  dé- 
terminants qui,  d'après  cela,  sont  nuls,  il  n'y  en  a  que  o+p—k-hi  — N^ 
qui  ne  le  soient  pas  en  vertu  des  conditions  relatives  à  T,,  Tj,  .... 
Tp_/,;  que,  par  suite,  on  a  entre  les  points  doubles  0  -\-p  —  /t  -1-  i  —  N^ 
relations  nouvelles,  indépendantes  en  général  de  celles  qui  résultent  de 
l' existence  de  o p,  Op^,,  ■■■,  9^+1- 

Les  0  -+-  />  —  X-  -I-  I  —  N/f  déterminants  qui,  égalés  à  zéro,  donnent  ces 


conditions,  sont  ceux  que  l'on  obtient  en  bordant  Bp_j+|  avec  les  éléments 
de  la  colonne  de  rang  N^,  et  des  lignes  restant  dans  Tp_y;+i  • 

Pour  inteiprctcr  géométriquement  ces  conditions,  je  remarque 
qu'elles  expriment  que  l'on  peut  prendre,  pour  les  paramètres  arbi- 
traires que  contient  Ça.  les  coefficients  a,,  ,  a^^^  ,  .  .  ,  c/.^^,  et,  par 
suite,  qu'il  existe  une  fonction  Oa,  déterminée  à  un  facteur  près,  cor- 
respondant à  cLy  =y.s,^ o'-\j^.,=  o.  Soit  <f',.  cette  fonction;  pour 

k=p  —  I  elle  se  confond,  au  facteur  près,  avec  la  fonction  déjà  consi- 
dérée ç',,  et  pour  k  =  p  avec  cpp.  Cela  posé,  considérons  la  courbe 
(f[  =  o,  qui  est  un  cas  particulier  de  cpA=  o,  dégénérescence  elle-même 
de  la  courbe  générale  0^=0;  nous  voyons  que  les  conditions  précé- 
dentes reviennent  à  la  condition  géométrique  que  voici  :  les  B points 
doubles  de  C;!;~"  sont  sur  la  courbe  0).  =  o  déterminée  par  N/^  —  p  -h  k  —  ï 
d'entre  eux. 

En  résumé,  les  points  doubles  de  C'/~^  sont  assujettis,  du  fait  de 
l'existence  du  point  de  Wcierstrass,  à  un  certain  nombre  de  condi- 
tions, toutes  les  fois  que  le  système  (i  i)  renferme  des  inégalités. 

Puisque  la  courbe  Q'Jp*  existe,  elles  sont  compatibles;  de  plus,  C!/'" 
étant  irréductible,  leurs  conséquences  géométriques,  relatives  à  la 
disposition  des  points  doubles  sur  certaines  courbes,  n'entraînent  rien 
de  contraire  à  cette  irréductibilité.  Cependant,  je  remarquerai  que 
l'hypotbèse  que  j'ai  faite,  que  C^f  "  n'avait  que  des  points  doubles  or- 
dinaires, peut,  dans  certains  cas  particuliers  (nous  en  verrons  plus 
loin),  ne  pas  se  réaliser;  s'il  en  est  ainsi,  les  conditions  précédentes 
peuvent  être  incompatibles,  ou  entraîner  laréductibilité  de  la  courbe, 
tant  qu'on  maintient  cette  hypothèse;  il  n'en  est  plus  de  même  si  l'on 
suppose  un  nombre  convenable  de  points  doubles  de  la  courbe  con- 
fondus en  points  multiples  offrant  des  singularités  plus  élevées. 

L'analyse  qui  nous  a  conduit  à  ces  conditions,  ainsi  que  leur  forme, 
montre  qu'elles  sont  généralement  indépendantes.  Néanmoins,  elles 
peuvent  cesser  de  l'être  dans  certains  cas,  en  particulier  si  quelques- 
unes  des  courbes  cp^,  ç^_ ,,...,  o^»  •••  se  décomposent,  et  comprennent 
une  ou  plusieurs  des  courbes  précédentes.  Dans  tous  les  cas,  soit  x  le 
nombre  de  celles  de  ces  conditions  qui  sont  indépendantes;  on  a 

-%  S  y  (o  +/)  —  />■  H-  I  —  N/;.), 
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et  le  nombre  total  de  conditions  imposées  aux  coefficients  de  l'équation 
Y{u,  M,)  =  opar  le  fait  quelle  appartient  au  genre  p  et  à  la  classe  consi- 
dérée est  0  +  dX,.  Si  je  désigne  par  N  le  nombre,  déterminé  au  n°  4  du 
Cliap.  III,  des  paramètres  arbitraires  que  contient  F(«,  u^),  tant  qu'on 
n'a  pas  exprimé  que  les  conditions  précédentes  sont  remplies,  le 
nombre  définitif  des  arbitraires  qu'elle  renferme  est  N  —  o  —  at;  on 
a  donc 
(12)  N-â  — X>o. 

5.  Je  récapitule  toutes  les  conditions  trouvées,  en  les  groupant  en 
deux  catégories.  La  première,  formée  des  inégalités  (10),  (i  i)  et  (12) 
des  n°^  3  et  4,  ne  comprend  que  des  conditions  purement  numéri(jues 
et  portant  seulement  sur  les  nombres  p, ,  p.,  ....  P/,.  à  savoir  : 

(A)  A>/„ 

(B)  N/,<o+/>  — A--f-i         (/v  =  i,2,  .    .,p), 

(C)  N>Ô+=)b. 

Quant  à  la  seconde,  elle  renfermera  l'ensemble  des  conditions  rela- 
tives aux  points  doubles  ou  multiples  de  C'j"*  : 

D.  Le  nombre  des  points  doubles,  ou  l'équivalent  en  points  doubles 

du  nombre  des  points  multiples  de  C^;""  est  0  =  — ^ p; 

E.  Ces  points  doubles  ou  multiples  sont  assujettis,  s'il  y  a  lieu,  à 
SKo  conditions  consistant  en  ce  que,  si  l'on  a  Na<  0  h-/j  —  X-i-  i,  une 
certaine  courbe  adjointe  particulière  o[=o  soit  déterminée  par 
N^  — p-i-/t  —  I  d'entre  eux  et  passe  par  tous  les  autres;  et  cela  sans 
que  la  courbe  C^f"  cesse  d'être  irréductible. 

Ce  qui  précède  montre  que  l'ensetnlle  de  ces  conditions  est  néces- 
saire, pour  qu'il  existe  une  classe  de  courbes  possédant  un  point  de 
Weierstrass  correspondant  au  système  d'ordres  manquants  donnés 

P,,P2,    ••-.P^- 

Il  est  aussi  suffisa/it.  Supposons,  en  effet,  ces  conditions  remplies 
pour  un  système  donné  de  nombres  p,,  p.,  ...,  p,,,  et  un  nombre  i 
premier  avec  le  nombre  a  correspondant,  i  appartenant  à  la  suite 
1,2,  . . . ,  a  —  I .  En  vertu  de  (C)  et  de  (E),  je  peux  former  l'équation 
Y  (il,  u,)  =  o  d'une  courbe  C'!,'''' irréductible,  possédant  Spoints  doubles, 
ou  des  points  multiples  équivalents  à  0  points  doubles,  ces  points 
H.  7 
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étant  tels  que  la  courbe  <p;^,=  o,  déterminée  par  N^  —  p  -h  k  —  i  d'entre 
eux,  passe  par  tous  les  autres  et  y  remplisse  les  conditions  néces- 
saires pour  être  adjointe;  et  cela  toutes  les  fois  que  les  conditions  (B), 
remplies  d'après  l'hypothèse,  donnent  pour  N^i  l'inégalité 

N/.  </>  — A-+i-(-ô, 

au  lieu  de  l'égalité 

N/,~/j  —  A-  +  I  -t-  ô. 

Quant  aux  courbes  9);.,  leur  existence  résulte  à  la  fois  de  (B),  (E)  et 
de  (A);  cette  dernière  condition  entraine  la  présence  dans  9^  du 
terme  caractéristique  èj,,..  Cela  posé,  la  courbe  C'jp*  est,  d'après  (D). 
de  genre  yD,  et  l'intégrale 

est  infiniment  petite  d'ordre  p^  en  l'unique  point  à  l'infini  A  de  C;^p"  : 
donc  les  ordres  manquants  en  A  sont  p, ,  p.,<  •  •  •  »  pA  ^'  '^  existe  une  courbe 
irréductible  C;J;"°'  définissant  une  classe  de  courbes  possédant  un  point  de 
Wcierstrass  de  V espèce  donnée. 

6.  11  me  reste  à  examiner  quelles  sont  les  conséquences  de  ce  qui 
précède,  relativement  aux  Tableaux  que  nous  avons  appris  à  former 
au  Chapitre  III.  Les  conditions  numériques  (A),  (B),  (C)  semblent 
s'ajouter,  si  toutefois  elles  ne  sont  pas  remplies  d'elles-mêmes  pour 
un  pareil  Tableau,  à  celles  que  nous  avons  trouvées  là,  et  former  avec 
elles  un  système  de  conditions  nécessaires  pour  que  ce  Tableau  soit 
un  Tableau  d'ordres  manquants.  Mais,  comme  on  ne  peut  pas  affirmer 
qu'il  existe,  quel  que  soit  le  Tableau  remplissant  ces  conditions,  un 
système  de  0  points  distincts  ou  confondus,  tel  que  les  conditions  (D) 
et  (E)  soient  satisfaites,  rien  ne  prouve  qu'elles  soient  suffisantes. 
Tout  ce  que  l'on  pourra  tirer  de  ces  conditions  (A),  (B),  (C)  sera 
donc  des  règles  d'exclusion  analogues  à  celles  du  Chapitre  III,  plus 
étroites  peut-être.  Mais  il  n'en  faudra  pas  moins,  pour  pouvoir  affir- 
mer qu'un  Tableau  qui  y  satisfait  est  un  Tableau  d'ordres  manquants, 
vérifier  que  les  conditions  (D)  et  (E)  peuvent  être  remplies  et,  par 
suite,  pousser  jusqu'au  bout  la  formation  des  équations  F(m,  m,)  =  o 
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et  Ça=  o.  En  somme,  les  considérations  précédentes  ne  nous  condui- 
sent qu'à  une  méthode  de  vérification  des  Tableaux  d'ordres  man- 
quants. 

Je  vais  maintenant  examiner  de  plus  près  les  conditions  (A),(B), 
(C)  et,  à  cet  effet,  les  former.  On  voit  immédiatement  que,  bien  qu'il 
existe  un  système  de  pareilles  conditions  pour  tout  nombre  /  inférieur 
à  a  et  premier  avec  lui,  il  suffit  d'en  former  un  seul  relatif  à  une 
valeur  particulière  de  i;  car,  si  ce  système  elles  conditions  (D)  et  (E) 
correspondantes  sont  vérifiées  pour  un  Tableau,  il  y  aura  une  classe 
de  courbes  possédant  le  point  de  Weierstrass  de  l'espèce  définie  par 
ce  Tableau,  et  ce  dernier  sera  acceptable. 

Je  prendrai  ?  =  i,  et  je  vais  former  d'abord  (A).  La  congruence  (7) 
est  ici  A  —  i^p(moda).  J'ai  doncA  =  i  +  p,  et  j3^=  p(pn-  i)  —  (i-f- jj^); 
l'inégalité  (A)  revient,  par  suite,  à 

p(p,-t-r)^i -hfx, 

et,  comme  on  a  \>-^\j-ç,  à 

Or,  cette  dernière  inégalité  peut  s'écrire 

a(|^P+i)  +  p^p[o((,u,-T-i)+  1]. 
Comme  [a(p.p  +  i) -f- p]   est  le   plus  petit   ordre    existant^p,   que 
l'ordre  p[a([j:,  +  i)  4- ij   est  aussi  existant  (Chap.  III,  n"  1)  et  de 
plusE^p,  on  voit  que  cette  inégalité  a  toujours  lieu;  ce  n'est,  en  réa- 
lité, qu'une  application  de  la  seconde  condition  donnée  à  l'endroit  cité. 

Donc  la  condition  (A)  se  ramène  à  celle-là. 

De  même,  les  conditions  (B)  doivent  être  supprimées,  car  elles 
sont  toujours  vérifiées,  quel  que  soit  le  Tableau.  Pour  le  montrer,  je 
les  écris 

/?  -(-  0  —  A-  -t- 1  —  N/,  ^  o, 

et  je  remarque  quc,/j  -1-0  —  N,  étant  nul,  il  suffit  de  faire  voir  que  le 
premier  membre  ne  décroit  jamais  quand  ^  augmente  et,  pour  cela, 
de  montrer  que  /i'  +  N^  n'augmente  pas  avec  k;  or,  k  et  N*  étant  en- 
tiers, on  n'a  qu'à  vérifier  que  N/i^_,  est  inférieur  à  Ny.. 

Soient  p^^,  =  aa'-f-  p',  et  /,,  /',  les  deux  nombres  qui  correspondent 
à  Pa,  Pa+i  d'après  les  inégalités  du  n°  3,  qui  sont  ici 

(/, -!)(;.., -4-i)>.+;^,  {/;_,)(f.,^  i)>.+,^'. 
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On  voit,  sur  le  Tableau  même,  que  l'inégalité  p^^,  >  pk  entraîne 
ij.'>  [jL,  donc  on  a  /',  >  /,  ou  /',  =  /, .  Cela  posé,  les  expressions  de  N/t  et 
N/,+,  sont 

en  prenant  pour  [3*,  [3*^'  les  limites  supérieures  que  donnent  les  iné- 
galités (9);  comme  ici,  ry_,  =j  —  i,  ces  expressions  peuvent  s'écrire, 
d'après  ces  mêmes  inégalités, 

on  en  conclut 

N,-N,.^,=  2^^^  (P^--  P')"f(''  ^  ')^'^'^-  ■^-(''  "  •)  (M-  +  ■)]. 

La  dernière  partie  de  cette  différence  est  positive  ou  nulle,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  voir;  les  deux  premières  sont  positives,  donc 
on  a  N;;.  >■  N^^ , . 

Quant  à  la  condition  (C),  je  peux  substituer,  au  nombre  en  somme 
inconnu  a  priori  Dl,,  sa  limite  supérieure 


1'" 


k  -ho  - 


N,) 


et  considérer  l'inégalité 


K  _r}—  ,3b' >( 


mais  la  présence  dans  x'  des  nombres  N^;.  et  la  dépendance  où  ils  sont 
de  l'entier  /,  en  rend  le  calcul  à  peu  près  impossible  pour  un  Tableau 
qui  n'est  pas  donné  numériquement.  Cette  inégalité  est  donc  à  former 
dans  chaque  cas  particulier  et  il  n'y  a  rien  à  dire  de  général  sur  elle, 
sauf  toutefois  ceci  :  comme  on  doit  effectuer  dans  tous  les  cas  la  re- 
cherche de  ¥(u,Ui)  =  o  jusqu'au  bout,  on  sera  conduit  par  la  suite 
même  des  calculs  à  reconnaître  que  cette  inégalité  est  vérifiée  ou 
qu'elle  ne  l'est  pas.  On  peut  donc  laisser  de  côté  cette  condition  en 
tant  que  règle  d'exclusion  et  ne  la  considérer  que  comme  une  vérifi- 
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cation  à  faire  au  courant  du  calcul,  au  moment  où  il  s'agit  de  voir 
que  les  conditions  (D)  et  (E)  ne  sont  pas  incompatibles  avec  l'exis- 
tence de  F(«,  II,)  =  o. 

En  résumé,  on  voit  que  les  conditions  (A),  (B)  sont  à  supprimer, 
et  que  la  condition  (C)  n'est  pas  à  appliquer  a  priori  :  il  ne  nous  reste 
donc,  pour  l'instant,  que  les  règles  d'exclusion  du  Chapitre  III.  Mais, 
si  nous  revenons  aux  conditions  (D)  et  (E),  on  voit  qu'elles  en- 
traînent deux  conditions  numériques,  à  savoir  : 

a=.^"-'\;^'-'^-/.>o,  N,.-^-i-A--,>o; 

la  dernière  ne  donne  rien,  car  elle  est  toujours  vérifiée;  en  effet, 
k  -+-  Na  ne  décroît  pas  quand  k  décroît,  nous  l'avons  établi  plus  haut; 
or,  pour  k=p,  l'inégalité  devient  Np>i,  et  N^  est  entier  positif;  elle 
est  donc  vérifiée  pour  la  valeur  maximum  de  k,  et,  par  suite,  pour 
toutes  les  autres.  Quant  à  la  première,  elle  est  à  conserver,  et  je  vais 
l'étendre  au  cas  d'un  ordre  non  primitif.  D'après  la  formule  (4)  du 
n°  1,  le  nombre  des  points  doubles  d'une  Q"",  correspondant  à  un 
pareil  ordre,  est 

,       (a-i)(r/,— i)-(D-i) 

^  =  ^ P^ 

D  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  i  et  a.  Comme,  lorsque  i 
et  a  sont  premiers  entre  eux,  D  =  i,  je  puis  substituer,  dans  tous  les 
cas,  à  la  précédente  l'inégalité 

(i3)  (5:_,)(f/,_,)>2yj-(-D-i. 

Un  exemple  va  nous  montrer  que  cette  nouvelle  condition  ne  se 
confond  pas  avec  celles  du  Chapitre  III;  reprenons  le  cas  que  nous  y 
avons  traité  :  />  =  1 1,  a  =  4-  La  solution  \J,^  =  5,  [Xo  =  3,  i>.^  =  o  de 
l'équation  [x,  -+-  ij.o  +  ul,  =  8  nous  donne  le  Tableau  d'ordres  man- 
quants : 

12         3         4 

5678 


17     t8     jg    20 
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qui  satisfait  aux  conditions  en  question.  Or,  j'ai  d,  =  6,  D  =  2  et 

(a— i)(rf2— 1)=;  15,         9,/j  +  D— 1=23; 

donc  (i3)  n'est  pas  vérifiée,  les  autres  conditions  étant  remplies. 

J'ai,  en  définitive,  trois  règles  d'exclusion,  indépendantes  les  unes 
des  autres,  et  d'une  application  facile  (');  les  voici  : 

I.  Un  Tableau  d'ordres  manquants  ne  renferme  que  des  nombres 
inférieurs  à  2/>  —  i. 

II.  Il  ne  doit  renfermer  aucun  terme  qui  résulte  de  l'addition  de 
deux  ou  de  plusieurs  ordres  existants. 

III.  Tout  ordre  di^i^iÇmod  a),  dont  l'existence  résulte  du  Tableau, 
doit  vérifier  l'inégalité 

(«-  i)(f/,-i)=2;;  +  D-i, 

a  étant  le  plus  petit  ordre  existant  et  D  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  i  et  a. 

J'ai  dit  plus  haut  qu'il  fallait  toujours  s'assurer  que  les  conditions 
(D)  et  (E)  pouvaient  être  remplies,  et  incidemment  que  (C)  l'était, 
en  poussant  jusqu'au  bout  la  détermination  de  ¥(i/,Ui)  =  o  et  des 
a,^(u,  11;)  =  o.  A  l'égard  de  ces  conditions,  je  présenterai  une  der- 
nière observation.  Dans  les  divers  cas  que  j'ai  traités,  j'ai  toujours 
trouvé  un  système  de  S  points  permettant  de  satisfaire  à  ces  condi- 
tions; mais  dès  que  p  augmente  (et  même,  des  exemples  le  montre- 
ront, pour  des  valeurs  de  p  assez  petites),  le  nombre  0  grandit,  et  les 
courbes  (f/,  =  oso.  compliquent  tellement  pour  certains  Tableaux,  qu'il 
me  paraît  bien  difficile  d'arriver  à  une  conclusion  générale;  cepen- 
dant, étant  donné  que  sur  les  c  points  il  en  reste  toujours  un  certain 
nombre  d'arbitraires,  il  est  assez  probable  qu'on  peut,  dans  tous  les 
cas,  en  disposer  de  façon  que  (D)  et  (E)  puissent  être  remplies.  De 
même  pour  (C);  dans  tous  les  Tableaux  que  j'ai  étudiés,  (C)  a  été 
vérifié;  de  plus  les  valeurs  que  j'ai  trouvées  pour  X  sont  toutes  assez 
petites  relativement,  de  sorte  qu'on  peut  considérer  cette  condition 

(1)  On  remarquera,  à  propos  de  l'inégalité  (i3),  que  (a  —  i)(rf,— i)  croissant  avec  rf/, 
et  d'un  multiple  de  a  —  i  quand  on  passe  de  d/  à  l'ordre  suivant,  tandis  que  D  — i  est 
au  plus  égal  à  a  — i,  il  suffit  de  la  vérifier  pour  l'ordre  existant  immédiatement  supé- 
rieur à  a. 
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elle  aussi,  et  peut-être  avec  une  plus  grande  probabilité,  comme  tou- 
jours vérifiée. 

Ma  conclusion  définitive  sera  donc  que  les  conditions  nécessaires 
données  par  les  régies  d'exclusion  I,  II,  III  ne  sont  peut-être  pas  tou- 
jours suffisantes  ;  mais  que  l'on  doit  regarder  comme  très  probable  que 
les  cas  qui  peuvent  leur  échapper  sont  en  nombre  excessivement  restreint, 
et  ne  se  produisent  que  pour  des  valeurs  assez  élevées  de  p. 

Tableau  des  systèmes  d'ordres  manquants  pour  p  =  3,  't.,  5,  G,  7. 

J'ai  réuni  dans  un  Tableau  les  systèmes  d'ordres  manquants  que 
l'on  peut  rencontrer  dans  les  courbes  de  genre  3,  4,  5,  6,  7.  J'ai  indi- 
qué pour  chacun  d'eux  la  courbe  QJ;"*  que  je  prenais  pour  définir  la 
classe  correspondante.  Cette  courbe  correspond  toujours  au  plus  petit 
ordre  primitif,  bien  que  dans  certains  cas  les  courbes  fournies  par  des 
ordres  non  primitifs  eussent  été  plus  simples.  J'ai  donné  au  début  du 
Chapitre  IV  les  raisons  de  ce  choix,  et  à  ce  propos  je  ferai  remarquer 
combien  l'une  d'entre  elles  est  justifiée  par  le  rôle  important  que  joue, 
dans  les  considérations  des  n°^  2  et  3,  l'hypothèse  que  i  est  premier 
avec  a. 

Cette  courbe  C;î;~^  remplissant  les  conditions  (D)  et  (E),  le  nombre 
des  coefficients  de  son  équation  restant  arbitraires,  réduit  comme 
il  a  été  dit  au  Chapitre  III  (n"  4),  est  égal  àN—  o  —  x,  où 

2 

k  étant  le  nombre  des  ordres  non  existants  inférieurs  à  </,  (Ch.  III. 
n"  4).  Je  désignerai  par  M  le  nombre  de  ces  coefficients  ;  toutes  réduc- 
tions faites,  je  trouve 

M  =  a  4-  /j  +  /.•  —  ar.  —  3. 

Ce  nombre  M  est,  on  le  voit  aisément,  le  nombre  des  modules  de  la 
classe  définie  par  C;,';""  (  '  ). 

En  même  temps  que  ce  nombre  M,  je  donne  pour  chaque  système 


(')  JJ.  N.  —Bc,  p.  433-434. 
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le  nombre  o  des  points  doubles  de  Cf,f'-'  (')  et  le  nombre  X  de  condi- 
tions auxquelles  ils  sont  assujettis.  J'y  ajoute  l'ordre  de  multiplicité  m 
du  point  de  Weierstrass  correspondant,  calculé  comme  il  a  été  dit  au 
Chapitre  II  (n°  6),  et  le  nombre  v  =  3yo  —  3  —  M  des  conditions  im- 
posées à  la  classe  par  l'existence  du  point  de  Weierstrass;  sa  compa- 
raison avec  le  nombre  m  —  i  montrera  dans  quelle  mesure  s'applique 
le  résultat  du  n°  6  du  Chapitre  II.  J'ai  enfin  indiqué,  quand  il  y  en  a, 
ce  que  sont,  au  point  de  vue  géométrique,  les  3b  conditions  imposées 
aux  points  doubles  de  C^p",  et  à  ce  propos  j'ajouterai  que  la  courbe 
C;î;"*  que  j'envisage  ne  sera  plus  nécessairement  celle  du  texte,  mais 
sa  projection  sur  un  plan  quelconque  :  dans  ces  conditions  le  point  A 
et  la  tangente  en  ce  point  seront  un  point  et  une  droite  du  plan  à  dis- 
tance finie,  que  je  prendrai  à  plusieurs  reprises  comme  origine  et 
comme  axe  des  x. 

Voici  succinctement,  à  titre  d'indication,  le  calcul  d'un  cas.  Soit, 
pour  p  =  6,  a  =  4,  le  Tableau  suivant  : 

^  1  i  i 
5  0  .7  8 
9     10     li 

satisfaisant  aux  conditions  I,  II,  III.  Le  plus  petit  ordre  primitif  exis- 
tant est  7  E^3(mod  4);  j'ai 

F(  M,   «3  )  =:  «5  +  -,  «^  -+-  5-3  Ul  +  g,  «3  +  g-,—0, 

?{",  "3)=i'•'o«!+A"■;"3^-^■;, 

les  indices  des  g- et  des  g'  indiquant  les  degrés  de  ces  polynômes.  Du 
nombre  des  coefficients  de  o  je  déduis  0  =  3.  Je  forme  o^ 

les  a  étant  des  constantes;  j'ai  S  +  i  —  N^  =  i,  et  comme  ^5,  cp^,  ... 
ne  donnent  pas  de  conditions,  j'en  conclus  at,  =  i  ;  les  trois  points 
doubles  sont  assujettis  à  une  seule  condition  :  ils  sont  en  ligne  droite. 
La  classe  est  donc  définie /ja/-  une  G.  possédant  trois  points  doubles 
en  ligne  droite.  On  a  de  plus  M  =  1 1 ,  /«  =  G  et  v  =  4-  La  classe  dépend 

(  '  )  0  est,  bien  entendu,  le  nombre  des  points  doubles,  ou  l'équivalent  en  points  doubles 
des  points  multiples  de  Cî!;"^,  autres  que  celui  qui  peut  se  trouver  eu  A. 
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de  II  modules;  le  point  (1(>  Weierstrass,  qui  est  d'ordre  6,  lui  impose 
quatre  conditions  (au  lien  de  cinq,  comme  il  semblerait  résulter  du 
Chapitre  If.  n"  6). 


1°  a  =  3. 

1.2,  1.  (/»=.),         d,         M  =  6,         v  =  o,         ^  =  1,  3Z-.0. 

2°    Ot  =  2. 

1.3,  5  («(=3),         C?,         Mr^5,         v^,,         d=yX,^.o. 


1,  2,  3,  o  (/»  =  i). 

C5, 

M=.9 

1,2,3,0  (m  ^2), 

c^, 

M=8 

1,  2,  3,  7  (/«=3), 

^^i. 

M  =7 

5, 

X    - 

2, 

=)ï,= 

2, 

X   = 

Les  deux  points  doubles  sont  en  ligne  droite  avec  A. 


2"   y.  =3. 
1,  2,  4,  5  {m  —  i).         Ci,         M  =8, 
1,  2,  4,  7  («!  =  4),         Ct,         M----, 


1,  3,  5,  7  (/«  =6),         Ci, 


ni. 


1°  a=:5 

1,  2,  3,  4,  (i  ( 

«=i). 

c-:, 

M  r3  1  2, 

1,2,3,4,7  ( 

n  =2), 

cj, 

M  =  i., 

1,  2,  3,  4,8  ( 

«  :^  3), 

CJ. 

M  =  10, 

Les  cinq  points  doubles  sont  sur  une  conique  passant  par  A. 
H.  s 
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1,  2,  3,  i,  9  (/«n^  4),         C;,         M  =  9,         v  =  3, 
La  conique  précédente  touche  C^  au  point  A. 


1,  2,  3,  3,  G  (/«  =  2),        C?,        M=:ii,        v=i,        0  =  4,        X  =  o. 
1,2,3,0,7  (/?(=3),        C,|;,        Mi=io,        v  r=  2,        o=^7>        X=-i. 

Les  sept  points  doubles  sont  sur  une  quartique  ayant  en  A  un  point 
triple  dont  deux  branches  touchent  C.J  (elles  forment  un  rebrousse- 
ment  \ 

1,  2,3,  (i,  7  (m  =  4),         C!,         M=r9,         v  =  3,         0=1,         3b  =  o. 
1,2,3,  o,  9  (/«  =  .5),         Cl,         M  =  f),         v  =  3,         0  =  4,         .Db=i. 

Les  quatre  points  doubles  sont  sur  une  conique  touchant  Cl  en  A. 


l,2,i,o,7  (/«  =  4),         Q,  M=io,         v  =  2,         0  =  2,         30=0. 

1,2,  i,  3,8  (/«  =  5),         C^  M=  9,         V  =  3,         0=1,         ûZ  —  o. 


1,3,0,7,9  (m  — 10),         C',,         M=  9,         '■'  =  9,         0  =  Ob 

IV.   p^G. 

I"  x-6. 

1,2,3,  4,  a,  7  (/«  =  i).         C^,         M  =  i5,  v  = 

i,2,3,i,o,8  (/«  =  2),         Ci,  M  =  i4,  v  = 

1,2, 3,  i,  0,9  (w —  3),         Cl,  M  =  i3,  v_: 

La  cubique  déterminée  par  les  neuf  points  passe  par  A. 

1,2,3,4-,  o,  10  (/«  =  4),        Cl,         M  =  t2,         v~3,         0  =  9, 
La  cubique  précédente  louche  C,  au  point  A. 


0=19, 

X  =  0. 

0  =  9' 

X  =  0. 

0=  9. 

3Z^i. 

0  =  8, 

,x 

0=C., 

,0b 

ô  — 6, 

X 
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1,2,  3,  Y,  O,  U  (/»  =  5),         Cj,         M —  II,  v  =  4,  0-^9.  0I,~3. 

La  cubique  précédente  a  un  contact  du  second  ordre  en  A  avec  C'. 


1,2,  3,4,  (i,  7  (/«'--:  2),  C^,  M  =  i4, 
1,2,3,4,0,8  {m  -3),  C^  l\r  =  i3, 
1,2,3,4,0,9  (/»  =  /i^         C5,         M  =12, 

Les  six  points  doubles  sont  sur  une  conique. 

1,2,3,4,0,  Il  (w  =  6),         C?,         M=.i,         v=4,         0  =  6,         3C  =  2. 
La  conique  précédente  passe  au  point  A. 

1,2,3,4,7,8  (w  =  4),         C,!,         M  =  i2,         v  1- 3,         ô  =  4,         X  =  o. 
1,2,3,4,7,9(^  =  5),         C,',,         M  =11,         ^  =  4,         0  =  4,         Ob.=  i. 

Par  les  quatre  points  doubles  passe  une  conique  touchant  C|,  en  A. 
1,2,3,4,8,9(^=6),         Cl,         .M  =  io,         v  =  3,         0  =  4.         X  =  2. 
C'.  possède  un  point  triple  et  un  point  double,  en  ligne  droite  avec  A. 

3"  a  =  4. 

1,2,3,3,0,7  {mz=i),  Cj,  M  =  i3, 
1,2,3,5,0,9  (/H  =5),  C?,  M  =  12, 
1,2,  3,  o,  0,  10  (/»  =  6),         C?,         M  =  11, 

Les  trois  points  doubles  sont  en  ligne  droite  ('). 

1,2,  3,  .5,  7,  9  (/H  =6),         C;,,         M  =  ii.         v  =  4,         a  =  9,         Db  =  2. 

Les  neuf  points  doubles  sont  la  base  d'un  faisceau  de  courbes  du 
cinquième  degré,  ayant  en  A  un  point  triple  formé  de  trois  branches 
tangentes  à  C' , ,  du  type  j^  —  A-x'^  =  o. 

1,2,3,  5,7,  10  (m  =  8),         C'',         M=io,         v  =  5,         ô  =  6,         X  =  2. 
C)  C'est  le  cas  dont  j'ai  donné  le  calcul  plu?  liant. 


2, 

ô-:-z6, 

3b  = 

3, 

0  =  3, 

3b  = 

4, 

0  =  3, 

3b  = 

()/j  .M.   iiAint:. 

Par  les  six  points  passe  une  cubique,  ayant  en  A  un  rebroussement 
dont  les  deux  branches  touchent  Cij.  (Il  existe  une  condition  unique 
lelafive  à  o^.  qui  est  une  conséquence  des  conditions  relatives  à  Çf,: 
on  a,  en  ell'et,  93  =  ,J?'i •?.;•) 


),-2,  3.  G,  7,  11  (/«  =  9), 


M  =  .o, 


rb  =  o     ('). 


l,2,'i,o,7,8     (,n-6),         Cio,         M  =  i2, 
1,  2,  i,  5,7,10  (»i=  8),         C^  M=^ii, 

1,2,4,0,8,  11   (/H=io),         Ci,  iM=rio, 


3.0,7,0,  11   (m: 


0  =  17,  9Z: 

Ô  =  I 4 ,  3b: 

O  =  1  j ,  D  b  : 


1,2,  3, 4.,  S,  6,8  (w=;i),  C^  Mr^iS,  v  =  o 
1,2,3,4,5,0,9  (m  =  2),  CJ,  M  =  17,  v=i 
1,2,3,4,5,0,  10  (m  =3),         CJ,         M.:.i6,         v  =  2 

Les  quatorze  points  doubles  déterminent  une  quartique  passant  par  A. 

1,2,  3,  4,5,  0,11  (wz^  4),         C^,         M=i5,         v  =  3,         ô=i4,         =)b=r2. 
La  quartique  précédente  touche  C^  en  A. 


1,2,3, 4, 5,0,  12  (/«  =  .3),         Ci,         -M=i',,         v=:4,         â  =  i4, 
La  quartique  a  un  contact  du  second  ordre  avec  C^  en  A. 

1,2,  3,  V,  0,  0,  13  (/»  =  6),         CJ,         M=i3,         v=5,         ô  =  i4, 
La  quartique  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  C^  en  A 


-X  =  3. 


(  ')  Ce  cas  comprend  l'exeruple  traité  à  la  llii  di 
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2»  a  ^6. 

1.2.3.4.5.7.8  (/H  =  2),         Cji,        M  =  i7,         v=i,         Ô=i8,         -X  —  o. 
1,2,3,  4,3,7, 9  (/«  =  3),         Cj,,         M  =  iG,         v  =  2,         o=i8,         X^r. 

Les  i8  points  doubles  sont  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  ayant 
en  A  un  point  triple;  deux  des  brandies,  dont  une  inflexionnelle,  tou- 
chent C^,. 

1,2, 3, 4, 3,7,  10  (w —4),         C»,,         M  =  i5.         v  =  3,         ô  =  i8,         =)b  =  2. 

Los  deux  branches  du  point  triple  qui  touchent  C^,  se  réunissent  en 
un  rebroussement  du  type  y-—  kjc''  =  o. 

1,2,3,  1,3,7,  11  (m  =  5),         C',.         M  =  i-',,         v^4,         0=28,  X  =  3. 

Les  23  points  doubles  sont  sur  une  courbe  du  huitième  ordre,  ayant 
en  A  un  point  quintuple  formé  d'une  branche  ordinaire  et  de  quatre 
branches  du  type  j"  —  kx'  =  o,  ces  dernières  tangentes  à  Cj ,. 

1,2,  3,  4,  3,  7,  13  (m  =  7),         C;,,         M  =  i3,         v^ô,         Ô  =  i8,         Ob  =  3. 

On  retrouve  la  courbe  du  sixième  ordre  des  deux  avant-derniers 
cas,  seulement  ici  les  trois  branches  du  point  triple  touchent  C^,;  elles 
sont  ordinaires. 

1.2.3.4.3.8.9  (m  =  4),         C^,         M=i5,         v  =  3,         0  ;=  8,         X  =  o. 
1,2,  3,  4,  0,8,  10  (m-  5),         Cj,         M=i4,         v  =  4,         0  =  8,         X  =  i. 

Par  les  huit  points  doubles  passe  une  cubique  touchant  C^  en  A. 

1,2,  3,  4,  3,  8,  11  (7?i==6),         Cl,         M=i3,         v  =  5,         ô  r=  8,         3b  =  2. 
Le  contact  de  la  cubique  avec  C\  est  du  second  ordre. 

1,2,  3,  4,3,  9,  10  (w  =  G),         Ci,         M=i3,         v  =  5,         ô  ^- S,         dX,  —  i. 

Le  point  A  est  le  neuvième  point  fixe  du  faisceau  de  cubiques  déter- 
miné par  les  huit  points  doubles. 

1,2,3,4,3,9,  11  (/«  =  7),         Cl,         M=i2,         v=;6,         o=:8,         X  =  3. 


=  2, 

0  =  9, 

Ob  =  o. 

=--3, 

0=7. 

X  =  o. 

—  4. 

0  =  7. 

3Z=  1. 
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Dans  le  faisceau  précédent,  il  v  a  une  cubique  qui  a  un  contact  du 
second  ordre  avec  C!  en  A. 

1,2, 3,  i,o,  10,  11  (m  — S),         Ci.         M=ii,         v  =  -,         o  =  8,         Ob  =  4. 

Six  des  points  doubles  se  confondent  en  un  point  quadruple,  et  les 
deux  autres  en  un  contact  de  la  courbe  avec  elle-même;  ces  deux 
points  sont,  de  plus,  (^n  ligne  droite  avec  A. 

1,2,3,  !1,  G,  7,  8  (m  =  i).  C',  M=i6, 
1,2,3,4,6,7,9  (m  =4),  C^  M=i5, 
1,2,3,  4,  6,7,  11  (/»^^  6),         Cl.         ]M=i4. 

La  cubique,  passant  par  les  sept  points  douldes  et  tangente  à  Cl  en 
A,  a  un  point  d'inflexion  en  ce  point. 

1,2,  3,  V.  6,  7,  12  (/"  =7),         C^         M^i3.         v  =  5,         0^7,         ,X.=i. 
La  cubique  précédente  a  un  point  double  en  A. 

1,  2,  3,  i,  6,  8,  9     (/"  =  5),         Cr,         M  =  14.         '■'  =  4,         o  =  j,         3X,^o. 

1,2,3,  1,6,8,  11    (7H=  7),  Cr.  M=l3.  v:Tr5,  0=5,  Ob=I. 

La  conique  déterminée  par  les  cinq  points  doubles  passe  par  le 
point  A. 

1,2,  3,  i,  6,8,  13  (m  =9\         C:;.         'Sli^ia,         v  =  6,         o  =  5,         <DÔ  =  2. 
La  conique  précédente  touche  Ci:  au  point  A. 

1,2,  3,  V,  6,  9,  11  (7H=r  8),         C:,  M  =  i2,         v  =  6,         o  =  5,         3b  — 2. 

C^  a  un  point  triple  et  deux  points  doubles  en  ligne  droite  avec  lui. 

1,2,3,1,7,8,9     (w=  G),         c;,  M  =  i3,         v  =  5,         ô  =  3,         3Z  —  o. 

1,2, 3,  ï,7,8,  13  (/?(=io),         C^  M  =  i2,         v  =  6,         0  =  3,         3b=i. 


Les  trois  points  doubles  sont  en  ligne  droite. 

/ 


V 


/ 


/ 


ItF.CHERCHES    SUK    LES    POINTS    DE    WEIEIiSïRASS,     ETC 


G7 


M=i5, 

v  =  3, 

0  =  8, 

3b  =  0. 

M  =14, 

v  =  4, 

0  =  5, 

3b  =  0. 

M  =  i3, 

v  =  5. 

0  =  5, 

X  =  i. 

1,2,3,5,6,7,9  (OT=  5),  C] 
1,2,3,0,6,7,  10  («i=  6),  Q 
1,2,3,5,6,7,11  {m—  7),         Cf 

Par  les  cinq  points  doubles,  on  peut  faire  passer  une  cubique  ayant 
en  A  un  point  de  rebroussement  dont  les  branches  touchent  C^. 

1,2, 3,5,6,9,  10  (m=  8),         C3,         M=i3,         v  =  5,         ô=2,         X=o. 
1,2, 3,5, 6, 9,13  (/«  =  ii),         C2,         jM  =  i2,         v=G,         0  =  2,         3b  =  i. 
Les  deux  points  doubles  sont  en  ligne  droite  avec  A. 

1,2,3,5,7,9,11  (/«=io),  Cî„  M  =  ii,  v  =  7,  ô=ii,  3b  =  4. 
Les  onze  points  doubles  sont  la  base  d'un  système  =»-  de  courbes  C,' 
comprenant  en  particulier  :  1°  un  faisceau  de  courbes  du  sixième 
degré,  ayant  en  A  un  point  quadruple  formé  de  deux  points  de 
rebroussement  dont  les  branches  touchent  C'I^;  2"  une  courbe  de 
sixième  degré  ayant  en  A  un  point  quintuple  formé  de  deux  branches 
ordinaires,  et  de  trois  branches  du  type  j''  —  ix'^  =  o,  tangentes  toutes 
trois  à  C':^^. 

1,2,3, 5,7,9,  13  (m  =  i2),  C;,,  M  =  io,  v  =  8,  0  =  8,  =)î.  =  4. 
Les  huit  points  doubles  sont  la  base  d'un  système  =0-  de  courbes  C'' 
comprenant  en  particulier  :  1°  un  faisceau  de  courbes  du  cinquième 
degré  ayant  en  A  un  point  quadruple  formé  de  deux  branches  ordi- 
naires, et  d'un  rebroussement  dont  les  branches  touchent  C',  ;  2"  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  en  A  un  point  triple  formé  d'une 
branche  ordinaire  et  d'un  rebroussement,  les  branches  de  ce  dernier 
touchant  encore  C',. 

5°  y.  =  3. 


1,2,4,5,7,8,10     (//(=  9), 

C?i, 

M  =  .4, 

v=4. 

0  =  3,        X 

1,2,4,5,7,8,11     (m  =10), 

Cîo, 

M=i3, 

v  =  5, 

0  =  2,        X 

1,2,4,5,7,10,13  (m  =  i4), 

6» 

M  =  .2, 

a  —  2. 

v  =  6. 

ô=3b=o. 

1,3,5,7,9,11,13  (m  =  2i), 

ci^ 

M  =  1 3, 

v  =  5. 

0=^  3b  =0. 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  AUX  COURBES  GAUCHES  ALGÉBRIQUES. 


1.  Je  vais  faire,  dans  ce  Cliapitre,  quelques  applicatioi  , 

tats  précédents  à  la  définition  des  courbes  eauches  aleébric 

n        .  ■   ,  -,  1.  1       1    M    ■  1     es  comme 

transformées  point  par  point  d  une  courbe  algébrique  plan 

Indiqué  sommairement  dans  le  Mémoire  fondamental  ( 

et  Nœther  ('),  ce  mode  de  définition  a  été  repris,  à  des  F  ^  '  ,' 

différents,  par  M.  Nœther  (-)  et  par  Halphen  (''),dans  lei"  ' 

,      1       P     r        ]  i,  in  •         s  Mémoires 

sur  la  classification  des  courbes  gauches.  Comme  le  me  , 

•    ,  ,  111  1-     .•        )laccrai  au 

même  point  de  vue  que  ce  dernier  dans  les  applications    . 

,,  ,  .    ,,  •»■  71      I        .     Ji  suivent, 

le  rappelle  en  quelques  mots  I  exposition  qu  il  a  donnée  i 

■  ,.  ^       '  ^  ^  ocelle  défi-  . 

iiition. 

Soit  une  courbe  plane  alçrébrique  /"(.r,  -»-)  =  o,  de  ae*  .  ,, 

1  ..  1  1     7       ■  .  ^   'e/?;  SI  1  on 

prend  sur  cette  courbe  un  groupe  de  a  points  ^ 

(G,,)  (.r,,.r,),      {.r,,y,),      ....     (.r,„jv), 

cl  si  l'on  forme  trois  fonctions  rationnelles  de  (x,  y),  E,     .,    .    „    . 
1  •  1  »        1  •   .     I    r-      /       •    '  7    /•   1,  C  infinies 

du  premier  ordre  en  tous  les  points  de  (ij,  le  point  de  /  e. ''  ■ 

,  ,        7  ,         ,  ,  ■  )ace  qui,  rap- 

porte a  tin  syslcme  de  coordonnées  cartésiennes,  a  pour  coor        /  ç       ' 

décrit  une  courbe  als:chri(iue,  o-auchc  en  général,  de  degré       '        •   i>  .< 
/  /        -.^         \J-    -,1  u     /•/         N  ^^.detcle'renrep, 

lorsque  le  point  {x,y)  décrit  la  courbe  /(a:^,  y)  =  o.  Si  °        '■ 

'  v,'       ^  ^      \  1  •       •   c    ■         ^e  désigne  par 

;,,.,.!  '  intégrale  normale  de  seconde  espèce  infinie  au  ''         ^ 

•    •  r  '  ■  )oilll    (  X      >'■) 

les  décompositions  de  c,  Y],  "C  en  élémenls  simples  sen      ,    ,     '/'  '   ' 

ni  de  la  lorine 

(0  •/)  =  B  +  :s,/.,- /,,,,,,„ 


(>)  B.  N.  -  J.F.,  §  17 

(2)  2V".,  p.  271  el  siiiv. 

(3)  I/e,.,  p.  t3. 
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les  coefficients  «,  h,  c  étant  trois  solutions  du  système  d'équations 

où  Uj  désigne  une  quelconque  des  intégrales  normales  de  première 
espèce,  correspondant  avec  les  ?,,,..,y.,  à  un  système  canonique  de  cou- 
pures de  la  surface  de  Riemann  relative  k/(cc,y)  =  o.  Si  le  groupe 
Gj  est  quelconque,  la  solution  la  plus  générale  des  équations  (2)  ren- 
fermée?— p  arbitraires,  de  sorte  que  l,  yj,!^  ne  dépendent  que  de  r/  —  /; 
combinaisons  linéaires  distinctes  des  '|r„y,).  <ïii'  y  entrent  linéaire- 
ment; on  en  conclut  que,  si  d  —  p  est  inférieur  à  3,  la  courbe  est  plane. 
Donc,  en  partant  d'un  groupe  quelconque  G,,,  on  ne  peut  définir  que 
des  courbes  gauclies  de  degré  d>p  -+-  3.  Pour  avoir  des  courbes  de 
degré  inférieur  à  cette  limite,  il  faut  prendre  pour  G,,  un  groupe  spé- 
cial; mais  ici  encore,  si  la  courbe /(.r,j)  =  o  appartient  à  une  classe 
générale  de  genre/?,  on  ne  pourra  obtenir  que  des  courbes  gauches  de 
degré  ^f(/9  +  4)  (')•  En  effet,  (2)  devant  se  résoudre  avec  trois  arbi- 
traires au  moins,  il  faut  qu'il  existe  un  nombre  de  relations  entre  ses 
coefficients  égal  ou  supérieur  à  3(p-h3  —  d),  et  comme,  s\/(x,y)  =  o 
n'est  pas  à  modules  spéciaux,  ces  relations  sont  indépendantes,  on 
voit  que  le  nombre  maximum  de  points  de  G,/  que  l'on  peut  prendre 
arbitrairement  est  d  —  3(p  +  3  —  d).  Or,  sur  ces  points,  il  y  en  a 
au  moins  trois  d'arbitraires;  on  a  donc  ^/—  3(p-+-3  —  d)^3,  d'où 
d>j(p-{-^).  Pour  descendre  au-dessous  de  cette  limite,  il  fautprendre 
le  groupe  G,t  sur  une  courbe  à  modules  spéciaux. 

On  voit  que  la  définition  de  la  totalité  des  courbes  gauches,  de 
genre /j  et  de  degré  d<^p  -{-3,  exige  la  connaissance  de  tous  les 
groupes  spéciaux  qui  peuvent  exister  sur  les  courbes  planes  de  genre 
p  à  modules  quelconques  ou  spéciaux,  si  du  moins  l'on  veut  les  définir 
comme  transformées  univoques  des  courbes  planes.  Il  y  a  aussi  un 
intérêt  évident  à  connaître  les  courbes  gauches  particulières  de  degré 
d^p-h3,  qui  dérivent  de  groupes  spéciaux.  Je  me  contenterai  dans 
ce  qui  suit  d'étudier  quelques  classes  de  courbes  gauches  définies  à 
l'aide  des  groupes  spéciaux  dérivés  d'un  point  de  Weierstrass;  mais 

{')  B.  N.  —  A.  F.,  /or.  cit. 
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;ivant  je  donnerai  quelques  remarques  relatives  au  cas  d'un  groupe 
spécial  quelconque. 

2.  Je  vais  chercher  en  premier  lieu  le  nombre  v  des  arl)itraires 
dont  dépend  la  courbe  gauche  la  plus  générale,  dérivant  d'un  pareil 
groupe.  Soient  :  i"  gJi  la  famille  à  laquelle  appartient  le  groupe  G^ 
des  points  (a;,,  y,);  2°  t  le  nombre  de  points  arbitraires  qui  détermi- 
nent cette  famille  parmi  toutes  celles  de  même  espèce  (');  3°  r4-  i  le 
nombre  des  courbes  9  indépendantes  qui  passent  par  G,i;  4°  p  le 
nombre  des  relations  existant  entre  les  modules  de  la  classe,  si  celle-ci 
est  spéciale. 

Le  groupe  G,/  dépend  de  q  -h  -  points  arbitraires,  chacune  des  fonc- 
tions H,  ï],  X,  renferme  y  -h  i  paramètres  arbitraires;  on  a  donc 

OU,  en  tenant  compte  de  la  loi  de  réciprocité  de  Brill  et  Nœther, 

(3)  ,,  =  4rf-/>  +  4('-  +  i)  +  '-p. 

Les  formules  (F)  du  §  9  du  Mémoire  de  ces  géomètres  (-)  permet- 
tent de  transformer  cette  expression  dans  le  cas  où  la  courbe/n'est 
pas  spéciale,  ou  encore  dans  celui  où,  la  courbe  étant  spéciale,  la 
valeur  du  nombre  t  serait  la  même.  Ces  formules  donnent  pour  ce 
nombre  les  expressions  t;  =  2/j  —  '2.  —  d—{q-h2.)r=p—(q-+-i)(r-hi); 
j'en  conclus  les  deux  expressions  suivantes  de  v  : 

(4)  v=  3r/+/;  +  2  -  /•(./  -  2)  -  p  =  4^-  ('7  -  3)  (/■  4-  I  )  -  p. 

Si  je  suppose,  avec  Halphen  et  3IM.  Brill  et  Nœther,  pour  d>p  -+-  3, 
/•  -+-i  =  0,  p  =  o,  et  avec  les  deux  derniers,  pourp  +  3>c?>|(p  +  4)- 
q  =  3,  p  =  o,  je  retrouve  la  formule  donnée  par  ces  géomètres 
V  =  4  d. 
De  même,  la  première  égalité  (4)  me  donne  une  formule  de  M.  Nœ- 
ther ('),  relative  au  cas  où  l'on  a  2p  —  2^d>p -h  3;  si  je  fais  avec 
lui  /•=  p  =  o,  je  trouve 

V  =  3  (/-+-/?  -4-  2. 

(^)  B.  N.  —  A.  F.,  §  2  elsuiv. 
(-  )  I/>id.,  p.  29 2. 

i-^)  n.,  p.  282. 
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La  seconde  expression  (4)  montre  que  les  cas  précédents  sont  les  seuls 
où  V  =  4'/,  car  {q  —  3)  (/•+  i)  et  p  sont  des  nombres  essentiellement 
positifs.  De  plus,  cette  expression  s'appliquant  forcément  toutes  les  fois 
que  la  courbe  n'appartient  pas  à  une  classe  spéciale,  on  voit  que  l'on 
ne  peut  avoir  v  >>  4^^.  que  si  la  courbe  est  spéciale;  ce  résultat  se  vérifie 
sur  les  Tableaux  d'Halphen  :  dans  tous  les  cas  où  il  trouve  v  >  ^d,  on 

Par  contre,  dans  ces  Tableaux  ne  figure  aucune  courbe,  pour  la- 
quelle on  ait  v<C4d-  Comme  sa  classification  repose  sur  des  propo- 
sitions établies  indépendamment  du  mode  de  définition  qui  nous 
occupe,  on  doit  en  conclure  que  les  courbes  gauches,  correspondant 
à  V  <;  ^d,  sont  des  cas  particuliers  des  espèces  qu'il  a  trouvées.  C'est 
ce  que  montre  la  comparaison  de  ses  Tableaux  avec  ceux  de  Nœther; 
on  peut  aussi  vérifier  l'exactitude  de  cette  conclusion  à  propos  de  la 
formule,  rappelée  plus  haut,  v  =  3d  -h p  -+-  2,  correspondant  à 

ip  —  iZd^p  -t-  3, 
qui  donne  toujours  v<i^d;   cette  formule  ne  s'applique  (ju'à  des 
courbes  gauches  dérivant  de  groupes  spéciaux,  ce  qui,  ici,  est  un  cas 
particulier,  puisque  l'on  a  d>p  -h3. 

En  second  lieu,  je  calculerai  le  nombre  N,„  de  conditions  imposées 
à  une  surface  de  degré  m  par  le  fait  de  passer  par  une  courbe  gauche 
de  degré  d  et  de  genre  p.  Soit  F  =  o  l'équation  de  la  surface;  substi- 
tuons, dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  aux  coordonnées 
courantes  les  expressions  (i)  des  coordonnées  ^,  y],  C  d'un  point  de  la 
courbe.  Nous  obtenons  une  fonction  F(^,  ■/],'(),  rationnelle  en  a?,  y, 
infinie  d'ordre  m  en  tous  les  points  du  groupe  Gj,  contenant,  d'après 
le  théorème  de  Riemann-Roch,  si  F,  ^,  y],  "(sont  absolument  générales, 
un  nombre  de  paramètres  égal  à  wc/—/.'  +  /''4-i,  /  désignant  le  nombre 
des  courbes  cp  linéairement  indépendantes  qui  ont  un  contact  d'ordre 
m  —  I  avec /en  tous  les  points  du  groupe  G^.  Si  la  surface  contient  la 
courbe,  F(^,  y],  'C)  est  identiquement  nulle,  et  réciproquement  :  on  en 
conclut  que  tous  les  paramètres  qu'elle  contient  sont  nuls,  ce  qui 
donne  un  nombre  de  conditions  égal  à 

N„,  =:  md  —  p  +  r'  -h  i . 

Ces  conditions  seraient  toujours  indépendantes,  si  le  groupe  G,/ était 
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quelconque,  auquel  cas  on  a  /■'=o  et  }i,„  =  md  - p  +  i;  mais,  le 
groupe  G,/  étant  spécial,  il  peut  arriver  que,  en  vertu  des  relations  qui 
existent  entre  ses  points,  ces  conditions  cessent  de  l'être.  Si  nous 
écartons  ce  cas,  nous  voyons  que  l'on  a 

TA  .  1  ■    •  n  •       '        I  • ,  '  ^  ind  -r-  2  .        . 

Dans  ces  mêmes  conditions,  1  inégalité  p  <, entraîne 

N,„— /?!(/— /j  -h  i; 

car  cette  inégalité  revient  à  la  suivante,  /?2f/>  2p  —  2,  et  entraine  qu'il 
ne  peut  exister  une  courbe  o  ayant  un  contact  d'ordre  ?>î  —  i  avec /en 
tous  les  points  de  G,;,  d'où  /=  o.  On  en  conclut  que  l'on  a 

N„,  =  nid  —  /J  +  I, 

lorsque  p^  ""^  "^  ' ,  résultat  trouvé  par  Halphen  ('),  mais  seulement 

.  md  -h  I 
pour /J<^^-. 

Le  cas  où  l'on  a  N,„ >>  wr/ — />  H- i  et,  par  suite,  r'>.  o  mérite 
quelque  attention.  Le  groupe  G,/  correspondant  sur  la  courbe  /  aux 
points  d'intersection  de  la  courbe  gauche  avec  le  plan  de  l'infini,  il 
correspond  sur/",  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  gauche  avec  les 
plans  de  l'espace,  une  famille  ce'  de  groupes  G^„  corrésiduels  à  G^,  dé- 
coupés par 

cl  -4-  p-fl  +  y?  4-  ô  =  o. 

Comme  une  transformation  homographique  permet  de  substituer,  à 
la  surface  F,  une  surface  F'  de  même  degré,  à  la  courbe  gauche,  dé- 
finie par  G,,  et  situé  sur  F,  une  courbe  gauche,  de  même  degré  et  de 
même  genre,  définie  par  un  groupe  G^  quelconque  et  située  sur  F',  il 
en  résulte  (\\xil  existe  sur  f  une  famille  co'  de  groupes  G^  jouissant  de 
la  même  propriété  que  G,/,  c' est-à-dire  tels  que  r'  courbes  <p  aient,  en  tous 
les  points  de  chacun  d'eux,  un  contact  d'ordre  m  —  i  avec  f.  Or  ceci, 
exigeant  l'évanouissement  de  la  fonction  &  attachée  à  la  courbe  et  de 
ses  dérivées  partielles,  jusqu'à  un  certain  ordre,  pour  des  valeurs  des 
arguments  égales  à  des  /«'""'*  parties  de  périodes,  ne  peut  se  présenter 


C)  Ha.  p. 
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que  pour  des  courbes  spéciales.  Donc,  si  l'on  a  N,„>»zf/  — />  +  i,  la 
courbe  /  et,  par  suite,  la  courbe  gauche  sont  spéciales.  Prenons,  par 
exemple,  m  ^  2.,  (1=  p  —  i;  la  courbe/  doit  être  alors  une  de  ces 
courbes  signalées  par  M.  Weber  ('),  possédant  des  systèmes  une  ou 
plusieurs  fois  infinis  de  courbes  de  contact  ç.  La  première  des  courbes 
gauches  du  huitième  degré,  donnée  par  Halphen  (-),  dérive  d'une  pa- 
reille courbe  /. 

3.  Je  terminerai  ces  généralités  par  quelques  remarques  sur  des 
représentations  analytiques  des  courbes  gauches  se  rattachant  à  ce 
qui  précède. 

Le  point  (^,  y],  o)  décrit,  dans  le  plan  'C  =  o,  une  courbe  d'ordre  d 
et  de  genre  p,/,(^,  -q)  =  o,  projection  sur  ce  plan  de  la  courbe  de 
l'espace,  le  centre  de  projection  étant  le  point  (0,0,  co).  Les  deux 
courbes  /  et/,  se  correspondent  point  par  point,  et  C  est  une  fonction 
rationnelle  de  (i,  vj),  comme  elle  l'était  de  (x,y);  le  groupe  'C  =  xi 
correspond  sur/  au  groupe  G,/  de/  et  est  lui  aussi  spécial.  Donc 

'(  =     '^'  ^  ,  $,  et  $0  étant  deux  fonctions  <p  relatives  à  /,  ;  jointe  à 

l'équation  /  =  o,  cette  équation  représente  la  courbe  gauche. 

C'est  la  représentation,  fondamentale  dans  le  Mémoire  d'Halphen, 
d'une  courbe  gauche  à  l'aide  d'un  cône  et  d'une  monoïde;  je  suppose, 
bien  entendu,  dans  tout  ceci  que  les  génératrices  du  cône  ne  sont  pas 
toutes  des  cordes  delà  courbe.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  $)  est, 
au  plus,  de  degré  d—  3;  quant  à  $„,  il  est,  au  plus,  de  degré  rf—  4. 
En  effet,  'C  devient  infinie  en  tous  les  points  à  l'infini  de  /  ;  la  courbe 
$0  =  0  est  coupée  en  d  points  par  la  droite  de  l'infini;  comme  elle  est 
au  plus,  elle  aussi,  de  degré  d  —  3,  elle  doit  se  décomposer  en  cette 
droite  et  une  courbe  de  degré  c?—  4;  c'est-à-dire  que  $„  doit  être  de 
degré  d —  4  «u  maximum.  Ceci  donne,  sous  une  forme  plus  générale, 
un  résultat  indiqué  par  Halphen  (')  et  M.  NœtherC).  Considérons  les 


(')  Webeb,  M.-.L,  t.  XIII,  ().  j5  el  suiv.    Ueùer  gavisse  Jusiialiinefàlle,  etc.).  Fi 
aussi  Krauss,  M.-J.,  t.  XVI. 

(2)  Ha,  p.  lOî. 

(3)  Ha.  p.  32. 

(*)  N.-R..  p.  283. 
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groupes  découpés  sur  /,  par  a^  -+-  <^-q  -\-yl-\-o  —  o,  ils  sont  formés 
par  les  projections  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  gauche  avec 
un  plan  quelconque  ;  ce  sont  les  transformés  des  groupes  G'^  précédents, 
ils  sont  donc  corrésiduels  du  groupe  i^  =  =o;  si  donc  l'un  de  ces  groupes 
est  spécial,  tous  les  autres  le  sont.  A  la  famille  g^  qu'ils  forment,  cor- 
respond une  famille  résiduelle,  dont  un  des  groupes  est  le  résidu  des 
points  de  rencontre  de  /,  avec  la  droite  de  l'infini,  et  est  découpé  par 
$0  =  0.  On  en  conclut  que  cette  famille  est  découpée  sur/,  par  un 
système  linéaire  de  courbes  adjointes  d'ordre  </—  4  au  plus.  Soit  r 
la  multiplicité  de  cette  famille;  comme  il  peut  se  faire  que  g^  fasse 
partie  d'une  famille  y^,  ^  >  3,  on  a,  h  désignant  le  nombre  des  points 
doubles  de  /,  : 

Cela  posé,  soit  n  le  degré  du  dénominateur  de  'Ç;  on  voit  que  : 

Si  les  projections  des  points  de  rencontre  d'une  courbe  gauche  de  de- 
gré d  avec  un  plan  quelconque  forment,  sur  la  projection,  un  groupe 
spécial .-  I "  on  a  n'id  —  4 î  'i'^  les  h  points  doubles  de  la  projection  ne 
fournissent  pour  les  courbes  de  degré  n  qui  lui  sont  adjointes  que  h  —  i 
conditions  au  plus. 
Soient  maintenant 

^""^  '^-"^«(x.j)'         ^'-.%(x,r)'         ^-^„(.r,j) 

les  expressions  de  \,  y],  "C  en  fonction  de  a;  et  de  j  sous  forme  ration- 
nelle. Si,  dans  ces  expressions,  je  considère  ce  el  y  comme  des  va- 
riables indépendantes,  elles  définissent  une  surface  unicursale  passant 
par  la  courbe.  Plus  généralement,  à  chaque  couple  de  fonctions  ration- 
nelles (u,  ç)  de  X  et  de  y,  attachées  à  la  courbe  /,  correspond  une 
surface  unicursale  passant  par  la  courbe  gauche,  et  qui  est  définie  par 
les  expressions  de  l,  y;,  "C,  en  fonction  de  u  et  de  v,  où  l'on  regarde  ces 
quantités  comme  des  variables  indépendantes.  Il  est  évident  que  l'on 
pourra  obtenir  ainsi  toutes  les  surfaces  unicursales  passant  par  la 
courbe,  et  arriver  en  particulier  à  la  détermination  de  la  surface  uni- 
cursale de  degré  minimum  qui  la  contient.  SoitF(M,  t»)  =  o  la  relation 
qui  lie  //  et  v;  elle  représente  dans  le  plan  des  (u,v)  une  courbe. 
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transformée  point  par  point  de  la  courbe  gauche;  elle  définit  aussi  la 
transformée  de  cette  courbe  dans  la  représentation  uni/orme  de  la  sur- 
face unicursale  sur  ce  plan.  La  correspondance  point  par  point  des 
deux  courbes  n'est  donc  que  l'application,  à  une  ligne  particulière 
tracée  sur  la  surface,  de  cette  transformation.  Ainsi  la  courbe/,  dont 
nous  faisons  dériver  la  courbe  gauche,  est  sa  transformée  dans  la  re- 
présentation de  la  surface  (5)  sur  le  plan  des  xy.  La  considération  de 
cette  représentation  peut  être  utile  dans  les  recherches  relatives  à  la 
géométrie  sur  la  courbe  et  la  sur/ace;  son  étude  est  facilitée  par  le  fait 
que,  le  réseau  a^'lo-i-  0!.,<\',  -+-  as'I^-i-  0.^^3  =  0  étant  formé  de  courbes 
adjointes,  et  découpant  sur/ une  famille  de  groupes  déterminée,  ses 
points  de  base  sont  connus.  Ces  remarques  s'appliquent  évidemment  à 
toutes  les  courbes  gauches,  qu'elles  dérivent  d'un  groupe  spécial  ou 
non.  Pour  les  éclaircir  par  un  exemple,  je  prendrai  sur  la  courbe,  déjà 
envisagée  au  Chapitre  II,  n°  7, 

les  groupes  63,0  „,  G,,,  définis  par  les  équations 

(Gs )  a„ a-- -H  po^-j  +  yo j'-  +  £0/  =  o, 

(  G3  )  a'„  X-  -t-  P'„  xy  -h  •/„ y-  -f-  ô',,  .r  -1-  £'„  j  =  o, 

(G,„)  a>^-h  (3;a-7  +  •/ÔJ'+  ô>  +  s'ôf  -+-  ol  =  o; 

à  ces  groupes  correspondent  des  courbes  gauches  de  degrés  8,  g,  10, 
que  je  désignerai  par  C,,  Cj,  C,„.  Les  coordonnées  d'un  de  leurs  points 
se.-ont  représentées  par  des  fonctions  de  la  forme 


(C,) 


'i-ry  -H  y-.r- 


a„x2-f-PoXj  -i--/(,7^ 


XjX^+J^jXy  +  y 


oCd^c^-t-  Po^y  ^yoY'-^  o<i^  ~^^oy 

a^jc'-i- p„.a;j  + 7o/^-l- O5X -H  £„/ -H  9o 

Soient  S,  S',  S" les  surfaces  unicursales  correspondantes;  leurs  sections 
planes  ont  pour  représentation,  sur  le  plan  desajj,  des  coniques  et  sont 
unicursales;  ces  coniques  forment  des  systèmes  oc'  ayant  respective- 
ment 2,  I  et  o  points  fixes.  On  en  conclut  que  S  est  une  quadrique  (un 
cône).  S'  une  cubique  réglée,  et  S"  une  surface  de  Stciner. 


^6  M.     IIAURE. 

4.  J'arrive  maintenant  aux  applications  proprement  dites  que  je 
me  propose  de  faire.  Soit  A  un  point  de  Weierstrass  de  la  courbe/;  si 
d  est  un  ordre  existant,  k  le  nombre  des  ordres  manquants  inférieurs 
à  d,  il  existe  une  famille  g'I,"''  de  groupes  dérivés  du  groupe  Gj  formé 
de  <y  points  condensés  au  point  A  :  c'est  une  des  familles  définies  au 
n"  2  du  Chapitre  II.  Les  groupes  de  cette  famille  seront  spéciaux,  si 
l'on  a  k<ip,  cesl-à-dire  si  d  est  inférieur  au  plus  grand  des  ordres 
manquants.  Ce  sont  les  courbes  gauches,  définies  à  l'aide  de  ces  groupes 
spéciaux,  que  je  vais  considérer. 

Soient  (/„,  rf,,  . . . ,  r/,  les  ordres  existants  inférieurs  au  plus  grand 
des  ordres  manquants;  je  désignerai  dans  la  suite  par  G^.  l'un  quel- 
conque des  groupes  de  la  famille  g'!,'~'' .  Pour  qu'un  pareil  groupe  puisse 
servir  à  définir  une  courbe  gauche,  il  faut  que  l'on  ait  di  —  k^3;  or 
d,~  k  =  i-hi,  d'oui^o..  Donc  les  groupes  de  degré  minimum  d'où 
l'on  peut  faire  dériver  une  courbe  gauche  sont  les  G^^.  Pour  avoir  le 
nombre  d'arbitraires  dont  dépend  la  courbe  gauche  la  plus  générale 
dérivée  de'G^,  je  pars  de  la  formule  (3)  du  n°  2;  j'ai  ici  t  =  o,  et 
/  -+- 1  =p  —  k;  donc 

v  =  4<5?,— 4A-+-3/J  — p. 

Mais,  comme  d,  —  k  =  i  -\-  i,  je  trouve,  en  posant  de  nouveau 
3p  —  3  —  p  =  M  (Chap.  IV,  introduction  au  Tableau)  : 

(6)  v  =  .ii-i-M  +  7. 

Quant  à  N,„,  il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  formule  du  n°  2;  il  est  donc 
inutile  de  la  rapporter  ici. 

Je  vais  maintenant  chercher  la  nature  du  point  de  la  courbe  gauche 
qui  correspond  au  point  A  de/;  soit  (a)  ce  point.  Nous  avons  vu 
(Chap.  II,  n"  2)  que  l'on  pouvait  former  une  suite  de  courbes  o  :  o^. 
o'pCp'^,,  ...,o^,  rencontrant/ respectivement  en  d,,d,~  d„,d,  —  d,,  ... 
points  confondus  en  A,  et  que  c'était  à  l'aide  de  ces  courbes  que  l'on 
constituait  les  courbes  générales  découpant  les  diverses  familles  ^p*. 
Par  suite,  nous  avons  pour  la  courbe  dérivée  de  G,,_  : 


«I>,  <!>■, 


<i>'        ■'-  «t, 


ST'  C 
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en  posant 

<!>,  =  ao9o+  «19',  +  ...-!-  3c,'+,9J-^.,, 
*Sf,  =  Po Oo  -t-  pi  9'i  +  .  .  .  -h  (3,+,  9 -^^i , 
<1>.|=  yo  9„+  y,  9,  +  .  .  .+  y,-^,  9;^,, 
tl);  =  oj  9o  -h  0,  (y'i  4-  .  .  .  +  0,.^,  9;-_^| . 

Le  groupe  G^^  est  découpé  par  $4  —  0;  quant  au  groupe  correspondant 
aux  points  d'intersection  de  la  courbe  gauche  avec  un  plan  quelconque 
a^  +  pyj  +  y"C  +  s  =  o,  il  est  découpé  par  la  courbe 

a<I)|  +  (3<I>,-f-y<l)3H-à<I>4=:o, 

dont  je  peux  encore  mettre  l'équation  sous  la  forme 

A„9„+},,9', +...  +  ?.,-^,o;.^,=o. 

Cela  posé,  les  plans  pour  lesquels  on  a  A,^,  =  o  pivotent  autour  d'un 
point  fixe,  et  coupent  la  courbe  gauche  en  d,  —  d,_,  points  confondus 
en  (a);  ce  point  est  par  suite  le  point  fixe.  Les  équations  A/^.,  =  o, 
X,=  o  définissent  en  général  un  système  de  plans,  faisant  partie  des 
précédents,  et  passant  par  une  droite;  comme  ils  coupent  la  courbe  en 
<^i—  (h--2  points  confondus  en  (a),  celte  droite  y  rencontre  la  courbe 
en  un  égal  nombre  de  points  confondus.  Enfin,  aux  équations 
X,+  |  =  o,  X,  =  o,X,_|  =  0  correspond  en  général  un  plan  unique  cou- 
pant la  courbe  en  r/, —  f/,_3  points  confondus  en  (a).  De  là  et  des  iné- 
galités c?,  — f/,_:,  >(^,  —  f/,_.  ></,  —  f/,_i,  il  résulte  que  le  point  («) 
est  un  point  d'ordre  de  multiplicité  di — r/,.,,  à  tangente  et  à  plan 
osculateur  uniques,  où  la  courbe  est  rencontrée  par  cette  tangente  et 
par  ce  plan  respectivement  en  </,  -  di_^  et  </,  —  di_^  points  confondus. 
Ce  dernier  résultat  est  à  modifier  si  j  =  2;  dans  ce  cas,  le  plan  oscu- 
lateur coupe  en  6^,  =  d.,  points  confondus.  Il  faut  remarquer  que,  pour 
quelques  courbes  particulières,  il  peut  y  avoir  encore  d'autres  modi- 
fications à  faire  subir  à  ces  nombres;  cela  arrivera  toutes  les  fois  que 
les  équations 

sont  les  conséquences  de  trois  d'entre  elles,  };,4,  =  o,X,_/,  =  o,  A/_^.  =  o. 

Il  convient  d'examiner  quelle  est  l'influence  sur  la  courbe,  au  point 

de  vue  de  sa  détermination  et  de  sa  classification,  de  la  présence  du 

point  (a).  Soient  ij.,  l'ordre  du  point  («),  u..,,  |jL;,  les  nombres  de  points 

H.  '  .0 
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d'intersection  de  la  tangente  et  du  plan  osculatcur  respectivement 
confondus  en  ce  point;  le  nombre  des  conditions  imposées  à  la  courbe 
gauche  par  l'existence  de  ce  point  est  égal  à  [x,  -i-  [jl,  +  u..^  —  7,  toutes 
les  fois  que  cette  différence  est  positive;  il  est  égal  à  zéro  dans  le  cas 
contraire.  Ceci  porterait  à  regarder  la  courbe  gauche  comme  un  cas 
particulier  d'une  autre  courbe,  dérivée  d'un  groupe  T^.  appartenant  à 
une  famille  y^p''  qui  ne  soit  pas  issue  d'un  point  de  Weierstrass;  cette 
courbe  dépendrait  de  v  +  u,  4-  [J-^-h  [>-i  —  7  paramètres.  Mais  on  ne 
peut  affirmer  en  général  son  existence,  et  c'est  à  l'aide  d'autres  consi- 
dérations que  l'on  peut,  dans  certains  cas,  rattacher  avec  certitude  la 
courbe  gauche  à  d'autres  plus  générales.  Considérons  le  cas  où  le 
point  (a)  est  un  point  multiple;  Halphen  (')  a  indiqué  l'existence  d'un 
certain  nombre  g,  qu'il  appelle  l'équùalenl  du  point  multiple  effec- 
tif, et  au  sujet  duquel  il  a  énoncé  le  théorème  suivant  :  Une  courbe 
gauche  algébrique,  possédant  un  point  multiple  effectif  d' équivalent  c  et 
h  points  doubles  apparents,  est  un  cas  particulier  d'une  courbe  gauche 
de  même  degré,  sans  point  multiple  effectif  et  ayant  h  -+-  g  points  doubles 
apparents.  En  particulier,  l'équivalent  d'un  point  double  effectif  est 
nul,  quelle  que  soit  la  nature  de  ce  point.  Cela  posé,  soient  h'  le 
nombre  des  points  doubles  de  la  projection  de  notre  courbe  gauche, 
distincts  de  la  projection  de  (a),  si  ce  dernier  est  point  double;  h"  le 
nombre  des  points  doubles  effectifs  distincts  également  de  (a),  a 
l'équivalent  de  ce  point  :  la  courbe  sera  un  cas  particulier  d'une  courbe 
de  même  degré,  sans  points  multiples  effectifs  et  possédant  h' —  h"  -+-  a 
points  doubles  apparents.  Si  le  point  (a)  n'est  pas  multiple,  on  arrive 
à  un  résultat  analogue  en  prenant  h'  —  h"  à  la  place  de  h'  —  h" -\-  a. 

Du  reste,  dans  tous  les  cas  que  je  vais  considérer,  l'équivalent  a- 
de  (a),  lorsque  ce  point  est  multiple,  est  nul;  je  renverrai  pour  son 
calcul,  qui  est  assez  pénible,  au  Mémoire  d'Halphen. 

La  détermination  de  h'  se  fait  comme  celle  du  nombre  0  des  points 
doubles  d'une  C',''^  (Cli.  IV,  n"  1);  si  A  est  le  plus  grand  commun  di- 
viseur entre  jx,  et  \x.,,  on  trouve 

1^,  ^  (r/,-i)(^,-2)-(,ai-i)(,a,-i)-(A-i)  _ 

(')//«,  p.  \'i. 
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Quant  à  A",  je  vais  montrer  sur  des  exemples  comment  on  peut  le 
déterminer.  Je  prendrai,  dans  le  cas  de/)  =  7.  a  =  4,  le  système  d'or- 
dres manquants  :  i,  2,  3,  4,  5,  G,  7,  1 1  ;  les  ordres  existants  inférieurs 
à  II  sont  4.  8,  9,  lo;  je  n'ai  donc  que  deux  familles  de  groupes  spé- 
ciaux d'où  l'on  peut  faire  dériver  des  courbes  gauches.  Je  désignerai 
ces  deux  courbes,  qui  sont  respectivement  de  degré9et  10,  par  Cg  et 
C,o.  Je  prendrai,  pour  définir  la  classe,  la  courbe  plane  C^  du  Tableau, 
qui  est  représentée  par  l'équation  F(h,  ^/,)  =  o  entre  deux  fonctions 
d'ordre  4  et  9.  Ce  sera  cette  courbe  qui  jouera  le  rôle  de  f;  cette 
courbe  possède  cinq  points  doubles.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au 
début  de  ce  paragraphe,  et  aussi  au  n"  2  du  Chapitre  II,  on  peut 
mettre  ;,  v].  'C  sous  la  forme  de  quotients  de  trois  fonctions  d'ordre  9, 
infinies  en  A  seulement,  par  une  quatrième. 

L'expression  générale  d'une  pareille  fonction  étant 


on  en  conclut  que  \,  y],  'Ç  ont  une  valeur  unique  pour  chacun  des 
couples  {u,  i/,)  correspondant  aux  points  doubles  de  C;^,  et  que  la 
courbe  gauche  Cg  a,  par  conséquent,  cinq  points  doubles;  je  n'ajoute 
pas  en  dehors  de  («),  qui  ici  est  simple.  On  a  donc  A"=  ">.  Je  prends 
C,o;  H,  •/],  Z  sont  les  quotients  de  trois  fonctions  d'ordre  10  par  une 
quatrième;  leur  type  général  est 


Elles  contiennent  la  fonction  d'ordre  10  particulière  m,,  qui,  en 
général,  a  deux  valeurs  en  chacun  des  points  doubles  de  Cg;  à  ces 
points  correspondent  des  couples  de  valeurs  distinctes  de  H,  y),  "C,  et 
C,o  n'a  pas  de  points  doubles;  donc  h"=  o.  Il  est  à  remarquer  que, 
parmi  les  fonctions  u.,,  il  en  est  qui  n'ont  qu'une  seule  valeur  en  un 
certain  nombre  de  points  doubles  de  Cg,  et  l'on  voit  que  ce  nombre 
peut  aller  jusqu'à  quatre;  en  prenant  dans  l'expression  précédente 
pour  Ko  une  de  ces  fonctions,  on  obtiendrait  des  courbes  C|„  ayant  i, 
2,  3  ou  4  points  doubles. 

Les  points  doubles  de  la  courbe  gauche  que  j'obtiens  ainsi  corres- 
pondent aux  points  doubles  de  la  courbe  plane  dont  je  la  fais  dériver; 
ce  sont  les  seuls  possibles,  tant  que  les  quatre  fonctions  qui  servent 


8o  M.     IIALT.E. 

à  former  ^,  •/],  'C  sont  générales,  et  que,  par  conséquent,  Ho.  '/io-  ^o 
étant  les  coorrlonnées  d'un  point  de  la  courbe  gauche,  les  équations 
H  —  ï,i  =  o,  Tj  —  y;,,  =  o,  u  —  U(,  =  o,  F  (m,  Ui)  =  o  n'ont  qu'une  solu- 
tion commune,  en  dehors  du  cas  que  je  viens  d'examiner.  J'ajouterai, 
à  l'égard  de  la  courbe  C,'!;'"  ou  ¥(ii,  Ui)  =  o  que  je  prendrai  comme 
courbe  fondamentale,  que  je  choisirai  pour  u^  la  fonction  d'ordre  im- 
médiatement supérieur  à  a,  sans  me  préoccuper  de  ce  qu'il  soit  pri- 
mitif ou  non,  sauf  cependant  dans  le  cas  où  cet  ordre  est  le  double 
de  X  et  conduit,  par  suite,  à  une  courbe  Q^,  ce  qui  n'est  autre  chose 
qu'une  conique  répétée  a  fois.  Ainsi,  dans  le  cas  que  je  viens  de 
traiter,  j'ai  dû  prendre  C;',,  le  second  ordre  existant  étant  8  et  condui- 
sant à  une  C^  =(C.',)''. 

C'est  des  expressions  précédentes  de  H.  r,,  'Ç  qu'il  conviendrait  de 
partir  pour  déterminer  les  surfaces  unicursales,  et,  en  particulier, 
celle  de  degré  minimum,  qui  passent  par  la  courbe;  mais  cette  déter- 
mination exigerait  des  recherches  assez  longues  sur  l'expression  des 
diverses  fonctions  «^  à  l'aide  des  deux  fonctions  u  et  m,-,  ou  plus  géné- 
ralement de  deux  quelconques  d'entre  elles;  aussi  je  ne  l'aborderai 
pas  et  je  me  contenterai  de  signaler  les  cas  où  l'on  aperçoit  immédia- 
tement une  de  ces  surfaces. 

Voici  l'indication,  avec  quelques  détails,  de  deux  de  ces  cas.  Je 
reprends  la  courbe  C,  ;  les  expressions  de  H,  fj,  'Ç  étant  de  la  forme 

'    ^  ■■' "  (i=,,o,  3), 


y.„  lit  -+-  p,,"-  -+-  y,i  "  -I- 

on  voit  que  la  courbe  est  située  sur  une  quadrique,  dont  un  système 
de  génératrices  rectilignes  est  formé  des  lignes  ii  =  const.  ;  mais  il  est 
visible  que,  sur  toutes  ces  droites,  le  point  //,  =  ^o  est  le  point  fixe 
Ij2,  j1,  _jî  Jj  la  quadrique  est  donc  un  cône.  Son  sommet  n'est  autre 
que  le  point  (a)  lui-même;  il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  rempla- 
cer u,  par  son  développement,  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  ;/,  relatif  à  u  =  y:>.  Les  génératrices  du  cône  coupent  la  courbe  en 
cinq  points,  dont  l'un  est  {a).  La  courbe  est  donc  h  l'intersection  de 
ce  cône  avec  une  surface  du  cinquième  ordre,  ayant  en  commun  avec 
le  cône  une  droite  passant  par(«). 

Je  prendrai,  comme  second  exemple,  la  courbe  gauche  du  huilième 
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degré  C,,  fournie  par  le  système  d'ordres  manquants  i,  2,  .'i,  5,  G, 
9,  10,  correspondant  encore  à /?  =  7,  a  =  4.  Les  ordres  existants 
sont  4,  7'  8;  je  prends  comme  courbe  fondamentale  C'  correspondant 
à  l'équation  F(m,  u,)  =  o;  les  expressions  de  l,  -q,  ^  seront  donc  pour 
Cj,  de  la  forme 


3), 


analogue  à  la  précédente.  La  courbe  est  encore  sur  un  cône  du  second 
degré;  mais  le  sommet  de  ce  cône  n'est  plus  sur  la  courbe  :  en  effet, 
il  n'est  pas  au  point  (a),  dont  les  coordonnées  sont  ici  (^-^,  ^,  ê^\ 
tandis  que  le  sommet  du  cône  est  toujours  le  point  (  — ,  ^,  -''V  il  ne 

\o'.o     a„     «D  /' 

correspond  donc  pas  à  «  =  co  et  u,  =  zc;  or  on  voit  aisément  qu'il 
n'existe,  en  général,  aucune  valeur  finie  de  u,  pour  laquelle  ^,  y],  'C 
se  réduisent  respectivement  à  (^,  -S  ^).  La  courbe  C^  est  Tinter- 
section  complète  de  ce  cône  et  d'une  surface  de  quatrième  degré.  On 
peut  remarquer  que  C^  a  deux  points  doubles  et  que  les  considéra- 
tions précédentes  s'appliquent  ici;  la  courbe  C,  a  donc  deux  points 
doubles,  et  les  surfaces  précédentes  sont  bitangentes. 

J'ajouterai  enfin  que  ces  expressions  de  ^,  v],  C  en  fonction  de  u  et 
des  Wa  montrent  immédiatement  que  les  courbes  gauches,  dérivant 
des  groupes  de  certaines  familles,  sont  des  courbes  impropres.  Ainsi, 
prenons,  par  exemple,  dans  le  cas  de  />  =  7,  7.  =  3,  le  système  d'or- 
dres manquants  i,  2,  4.  >,  7,  8,  11;  les  ordres  existants" inférieurs  à 
1 1  sont  3,  G,  9,  10.  On  a  donc  une  famille  gl,  dont  les  groupes  parais- 
sent devoir  donner  naissance  à  une  courbe  gauche  du  neuvième  ordre; 
mais  on  voit  tout  de  suite  que  les  expressions  de  ^,  -q,  'Ç  sont  de  la 
forme 

la  courbe  gauche  n'est  donc  qu'une  cubique  gauche  répétée  trois  fois; 
à  chaque  point  de  la  courbe  fondamentale  correspond  un  seul  point 
de  la  courbe  gauche,  mais  à  un  point  de  celle-ci  correspondent  trois 
points  de  celle-là.  Il  est  aussi  des  cas  où  le  groupe  général  d'une  fa- 
mille donne  naissance  à  une  courbe  gauche /?/-o/j/r,  tandis  que  certains 
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groupes  particuliers  ne  fournissent  que  des  courbes  impropres;  le  Ta- 
bleau qui  termine  ce  Chapitre  en  fournirait  des  exemples,  mais  je 
n'insisterai  pas  davantage  là-dessus. 

5.  Comme  première  application,  je  traiterai  les  deux  cas  généraux 
a  =/)  et  a  =/)  —  r. 

1°  y.  =p.  La  suite  des  ordres  manquants  sera 
I,  2,  3,  .  .  .,  yj  —  I.  p  ^  /i; 
il  n'y  aura  de  groupes  spéciaux  donnant  naissance  à  des  courbes 
gauches  que  si  h  est  supérieur  à  2.  Soit  donc  A>2,  et  prenons  un 
entier  i' tel  que  l'on  ait  2^i<^/i-,  à  l'ordre  existant  di^=p-^i  corres- 
pondent des  courbes  gauches  C,,.  Le  nombre  des  arbitraires  dont  elles 
dépendent  est  donné  par  la  formule  (6),  où  je  dois  faire 

M  =  3/.  -  A  -  2 
(vérifier  sur  le  Tableau  du  Ch.  IV);  j'ai  donc 

V  =  4  «■  4-  3/>  —  /(  -f-  5  =  4'/,  —  p  —  Il  ^  5. 

Comme  j'ai  A  ^3,  et  que  je  suppose  />  =  3,  on  voit  que  ce  nombre  est 
toujours  inférieur  à  4'"^;  ces  courbes  ne  sont  que  des  cas  particuliers 
de  celles  de  Halphen  (n"  2).  L'inégalité  évidente,  wr/,  >  ip~  2,  en- 
traîne, relativement  à  N,„,  l'inégalité 

X,,,  f  mdi  —  p  +  i. 

Le  point  {a)  est  un  point  simple  pour  toutes  ces  courbes  et  ordinaire, 
saufpour  les  courbes  C,,..  Pour  ces  courbes,  on  a  [/.,  =  i  et  p.,  =  2,  mais 
[j.;,  =/?  4-  2  ;  on  pourrai  t  regarder  ces  courbes  comme  des  cas  particuliers 
de  courbes  C|,^  dépendant  de  v'  =  v  +  p.,  -1-  a,  +  5X3  —  7  =  V',  —  h-k-'i 
paramètres;  sauf  pour  h  =  3,  ces  courbes  seraient  particulières.  Je 
signalerai  le  cas  de  p  =  .\,  /i  =  3,  do  =  6]  on  a  une  courbe  C^,  inter- 
section d'une  quadriquc  et  d'une  cubique;  elle  possède  six  points 
doubles  apparents,  dont  les  projections  se  trouvent  sur  une  conique. 

2°  oi—p  —  i.  Ici,  il  y  a  deux  types  différents  pour  les  systèmes 
d'ordres  manquants.  Un  premier  type,  particulier,  est  le  suivant  : 

I.     2,     ....     p—1,     p,     v'  — i: 

les  ordres  existants,  auxquels  correspondent  des  courbes  gauches. 
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sont  donnés  par  la  formule  di  =  [j  +  i,  avec  i^i.  Comme  on  a  ici 
M  =  2/?  — I  (ro/r  le  Tableau  du  Cli.  IV),  les  courbes  Q_  dépendent 

de  V  =  /(c/,  —  2/;  +  6  paramètres;  on  a  encore,  dans  ce  cas. 

Le  point  (a)  est  un  point  simple  ordinaire,  sauf  pour  les  courbes  C,,. 
et  Crf^;  pour  C,,^  on  a  |j.,  =  i,  [x,  =  3,  [j-,  =/?  +  2  ;  pour  C,,^,  ce  point 
est  un  point  stationnaire  ordinaire.  Dans  le  cas  particulier  où  p  =  [\, 
ch  —  G,  la  courbe  C^  est  située  sur  une  quadrique. 

Je  ne  parlerai  pas  des  courbes  0;^^,  qui  dépendraient  ici  de  4f/,-/>+  5 
paramètres,  le  Tableau  des  courbes  du  sixième  degré  d'Halphen  (') 
montre  que  C',,  n'existerait  pas. 

Le  second  type  des  systèmes  d'ordres  manquants,  général  celui-ci, 
est 

'.     2,     3,      ...,     p-1,     p^l-,^     jj^n-i, 

avec  o  ^  /<  /<  f^  —  2;  le  nombre  des  ordres  existants  est  au  plus  égal 
à  /;  — 3  :  il  n'y  aura  donc  de  courbes  gauches  dans  ce  cas  que  si  l'on  a 
/^  — 3  =  3  ou  p>6.  Je  me  borne  ici  à  indiquer  la  nature  du  point  (a) 
des  diverses  courbes  C,,  ,  sans  m'arrèter  aux  valeurs  que  peut  avoir  v. 
Ce  point  est  en  général  un  point  simple  ordinaire  ;  il  ne  cesse  de  l'être 
que  si  i=  2,  ou  si,  quel  que  soit  i,  l'un  des  ordres  manquants,  ou  les 
deux,  sont  intercalés  dans  la  suite  </,_3,  di_.,,  r/,., ,  r/,-.  On  a  en  tout 
quinze  cas  possibles,  six  correspondant  à  j  =  2  et  se  déduisant  des 
neuf  autres,  qui  se  présentent  pour  j>2.  Voici  le  Tableau  de  ces 
derniers;  je  n'indique  pas  les  dispositions  des  ordres  manquants, 
qui  ressortent  suftisaniment  des  valeurs  des  nombres  jx,,  ij..,,  ^i.,  : 

f^i I      I      1      .      I     2     2     2     3 

fi, 2     2     3     3     4     3     3     4     4 

^3 4     5     4     5     5     4     3     5     5 

Le  Tableau  des  six  autres  cas  résulte  du  précédent,  en  y  faisant 
partout  p.3  =  (/.;..  A  signaler  encore  ici  le  cas  de  /j  =  6  et  ^4  =  7  ;  la 
courbe  C,  est  sur  une  quadrique. 

(')  /la,  p.  i63. 
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G.  Je  vais  enfin  passer  en  revue  les  courbes  gauclies  C,/ ,  correspon- 
dant aux  diverses  espèces  de  points  de  Weierstrass  qui  peuvent  exister 
dans  le  cas  de/>  =  7.  J'ai  réuni  ces  courbes  dans  un  Tableau,  où  j'ai 
suivi  le  même  ordre  que  dans  celui  qui  termine  le  Chapitre  IV.  Pour 
simplifier,  je  n'ai  inscrit  que  les  ordres  existants,  et  j'ai  omis  tous  les 
cas  où  il  n'y  a  pas  de  groupes  spéciaux  donnant  naissance  à  des 
courbes  gauches.  Je  désignerai  ces  dernières  par  la  notation,  que  j'ai 
déjà  employée,  C ,  ;  les  trois  nombres  qui  suivent  ce  symbole  sont, 
dans  l'ordre,  tx,,  a..,  u.,,,  que  j'appellerai  \&?,  caractéristiques  du  point  (a). 
J'y  ai  joint  les  nombres  v  et  v',  ce  dernier  sous  la  forme  l\di±  q,  et 
aussi,  le  cas  échéant,  les  nombres  h'  elh";  quant  au  nombre  a,  comme 
il  est  toujours  nul,  je  ne  l'ai  pas  inscrit.  Enfin,  quand  il  y  avait  lieu, 
j'ai  indiqué,  soit  ce  que  pouvait  présenter  d'intéressant  la  comparaison 
des  courbes  que  j'ai  trouvées  avec  celles  d'Halphen,  soit  le  degré  et  la 
nature  de  surfaces  unicursales  les  contenant,  dont  l'existence  a  été 
reconnue  comme  il  a  été  dit  au  n°  4. 


7,8,9,  10. 


7,8,9,10,  11. 


c„ 

(1,2.9), 

V  =  3 1 ,      v'  =  4  di. 

Cg, 

(1,2,9), 

V  — 3o,      -y^^d.-i. 

c,„, 

.(1,2,3), 

V  =  34  =  v'  =  4  d,  —  6. 

c„ 

(1,2,9), 

V  =  29,      •/=4(/,  — 2. 

Ci„ 

,(1,2,3), 

V  =  33^-/  =  4c?,- 7- 

Cn 

,  (1,2,3), 

v:=3-=v'=4f/,-7- 

c„ 

(1,2,9). 

v  =  28,      v'='io',-3. 

c,„ 

,  (1,2,3), 

V  =  32=:v'=4f/,-8. 

C,i 

,(1,2,3), 

v  =  36  ~v'  =  !id,  —  S. 

c,. 

.  (1,2,3), 

v  =  4o  =;v'=  4r/,  — s. 

10,  11,  12. 


La  première  Cj  est  un  cas  particulier  de  la  courbe  générale  du  neu- 
vième degré  et  de  genre  7  d'Halphen  ('  )  ;  les  trois  autres  sont  des  cas 
particuliers  de  courbes  particulières.  Quant  aux  autres  courbes,  ce 
sont  aussi  des  courbes  particulières  (v'<;  4''A',  n°2). 

(1)  Hti,  p.  1G6. 
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G,  8,  9. 

Cg, 

(1,3,9), 

V:=30, 

v'=4r/,. 

G,  8,  9,  10. 

1  c,„ 

(1,3,9), 

,  (1,2,4), 

V  =:  29, 

v  =  33 

,/^.4^,  _  I. 

f  c„ 

(1,3,9), 

V  =  28, 

v'=4r/,-2. 

6,8,9,10,11,12.      ^" 

,(1,2,4). 
,  (1,2,3), 

V  =  32 

v  =  36 

=  v'=  4^,-8. 

=  v'=:4^/,-8. 

le,. 

,  (1,2,3), 

v  =  4o 

=  y  =  4'/,-8. 

6,7,9. 

c„ 

(2,3,9), 

V  r=  29, 

v'  =  4f/,-, 

/('=  20, 

A":=0 

0,7,9,10. 

i  C9, 
(  c,„ 

(2,3,9), 
,  (1,3,4). 

V  =  28, 

V  r:=  32, 

v'  =  4^/,-i, 

//'  ^  20, 

/("  =  o 

0,  7,  8. 

c,, 

(1,2,8), 

V  =  28, 

v'  =  4r/,. 

6,7,8,10. 

1  c,„ 

(1,2,8), 
,(2.3,4), 

V  — -  27, 
v  =  3i. 

v'=4f/,-i. 

v'=4fA-7, 

//=:28, 

/l"=0 

0,7,8,9. 

(1,2,8), 
(1,2,3), 

V  —  26, 

v^3o 

=  v'  =  4f/,  — 6. 

Les  courbes  pour  lesquelles  (a)  est  un  point  simple  donnent  lieu 
aux  mêmes  remarques  que  dans  le  Tableau  précédent.  Nous  avons  ici 
deux  C(,  et  une  C,o  ayant  un  point  double  en  (a)  (point  de  rebrous- 
sement);  ce  sont  des  cas  particuliers  de  courbes  du  neuvième  et 
du  dixième  degré,  sans  points  doubles  effectifs  et  toutes  deux  de 
genre  8  ('). 


5,8,9,  10. 


5,8,9,10,11. 


5,7,9,10. 


C„  (1,4,9). 
0,0,(1,2,3), 
C„  (1,4,9), 
C,„,(l,2,3), 
C, ,,(1,2,3), 
C„  (2,4,9), 
C,„,(l,3,5), 


=  29, 
=  33 
=  29 
=  33 
=  37 


/=4f/,. 
■/=4<-6. 

./=4^/-t. 
/=4f6-6. 

/=4r/,— 7- 
'/=4f/M 


')  //(?.,  p.  iiiG.  if)7. 
H. 
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5,7,9,  10,  11,1-2. 


;  C„   (2,4,9), 

v-2-;,      ^y=fidi-,. 

/)'=  19, 

/i"=o 

\  Ci„,  (1,3,0), 

v  =  3r,      v'=4f/,-7. 

C,„(l,2,4), 

v  =  35=rv'=4f/,-9- 

lC,,,(l,2,3), 

V  =--39  =  '/=  4a',- 9- 

(  Cs,   (1,3,8), 

v  =  2-.      v'=4fA. 

1  (mo,(2,3,5). 

v  =  3.,      v'=:  4^,-6, 

/('=r38, 

/i"=0 

/  C„   (3,4,9), 

V  =  2-,          V'=4rf„ 

/,'=  18, 

lt"—o 

C,„,(1,4,5), 

v  =  3i,       v'=4^,-6. 

C,„(l,2,5). 

v  =  35,      v'=4f/,-8. 

'  C,2,(l,2,3), 

v  =  39  =  v'=4^,  — g. 

5,0,9.10,  11,12. 


Mêmes  remarques  que  précédemment  sur  les  courbes  pour  les- 
quelles (rt)  est  simple.  Nous  avons  ici  deux  Cj  pour  lesquelles  (r/)  est 
est  un  point  double  provenant  de  la  réunion  de  deux  points  doubles 
(point  de  contact  de  la  courbe  avec  elle-même);  ce  sont  des  cas  parti- 
culiers des  courbes  du  neuvième  degré  et  de  genrcgC);  une  Co  ayant 
en  (a)  un  point  triple,  cas  particulier  des  courbes  de  degré  9  et  de 
genre  10  (');  enfin  une  C,„,  ayant  en  («)  un  point  de  rebroussement, 
cas  particulier  des  courbes  de  degré  10  et  de  genre  8  ('). 


4,  8,  9. 

îc„ 

(1,5,9), 

V  =  29. 

v'=4rf,+  ., 

/('=2I, 

/i"=5 

4,8,9,  10(=). 

(  c,„ 

(1,3,9), 

(1,2,6). 

V  =  28, 

V  =  32, 

v'=4rf/, 

v'=4c?,— 6. 

//=2I, 

/("=.5 

4,7,8C=). 

!  Cs, 

(1,4,8), 

V  =  28, 

v'=4fA+2, 

/''=   l4, 

l,'  =  i 

;  C„ 

(1,4,8), 

V  =  27, 

•/=4fl',  +  i, 

//=i4. 

/("=  2 

4,7,8,10,11,12. 

(2,3,0), 
(1,3,4), 

v==3i, 
V  =  3.5, 

•/=:4rf,-5, 
v':=4fA-8. 

A' =28, 

/i"=0 

!c,„ 

(1,2,4), 

v  =  39  = 

:  v'=4fi?,-9. 

4,0,8,10. 

1  c,„. 

(2,4,8), 
(2,4,0), 

V  =  26, 

V  =  3o, 

v'=:  4f//+  1, 

v'=  4^,-5, 

h'=   12, 
/*'=27, 

//'  =  0. 
A"=o. 

(')  Ha.,  p.   i65. 

(2)  Cas  examines  dans  le  texte  (n°  ^^ 


4,0,8,10,  11,12 
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/    Cs,     (2,  '1,8),  V  =  25,         V'=4f/,,  /('=!?.,         /j"=0. 

Co,  (2,  V,  6),      v  =  og,      v'=^/i(/,  — 6,      h'—i'],      h"=:o. 
C,„(l,3,5),      v  =  33,      v'=V/,-9. 

'    C,,,  (1,2,  4),         V=::37  =  V'=  40^,-1  I. 

Je  ne  m'arrêterai  qu'aux  courbes  à  points  doubles  efTectifs.  Nous 
avons  d'abord  deux  Cg,  ayant  deux  points  doubles  effectifs,  séparés 
et  non  situés  en  (a),  cas  particuliers  des  courbes  de  degré  8  et  de 
genre  9  ('),  et  deux  autres  Cg,  cas  particuliers  des  précédentes,  dont 
les  deux  points  doubles  sont  venus  se  réunir  en  (a)  pour  former  un 
point  de  contact  de  la  courbe  avec  elle-même.  Ces  quatre  courbes, 
comme  nous  l'avons  vu  pour  une  d'elles,  sont  l'intersection  d'un  cône 
du  deuxième  degré  et  d'une  surface  du  quatrième;  pour  les  deux  pre- 
mières, ces  surfaces  sont  bitangentes  en  des  points  distincts  ;  pour  les 
deux  autres,  les  points  de  contact  sont  venus  se  confondre  en  {a). 
Nous  avons,  en  second  lieu,  deux  courbes  Cj,  ayant  cinq  points  doubles 
effectifs,  qui  sont  des  cas  particuliers  des  courbes  de  degré  g  et  de 
genre  12  (-).  Nous  avons  vu  qu'elles  résultaient  de  l'intersection  d'un 
cône  du  deuxième  degré  de  sommet  (a)  et  d'une  surface  du  cinquième 
degré,  ayant  de  plus  en  commun  une  droite.  Enfin,  nous  avons  trois  C,„, 
ayant,  la  première,  un  point  de  rebroussemcnt  en(rt),  les  deux  autres 
un  point  de  contact  de  la  courbe  avec  elle-même;  ces  courbes  sont 
respectivement  des  cas  particuliers  des  courbes  de  degré  10  et  de 
genres  8  et  9('').  Les  deux  dernières  sont  situées  sur  une  cubique 
réglée. 

3,  G,  9. 

3,6,9,10.  ,   ^      .,    .    _  , , 

II" 

3,0,8,9,  11,12. 


(1)  Cas  examinés  dans  le  texte  (n"  4) 

(2)  Ha.,  |).  i(J6. 
Ha.,  |i.   1G7. 


y.^i. 

i  Ca 

=  (C,)S 

Courbe  impropre. 

\  c, 

=  (C3f, 

M. 

1  c„ 

,(1,4,7), 

v  =  3i,      v'=4^/,-3, 

/(' 

(  c« 

(2,3,8), 

v  =  27,      v'=:4^,+  3, 

/(' 

|c. 

(1,3,G), 

vr=3l,        V'=4f/,— 2. 

c, 

,(2,3,5), 

v=35,      v'=4^/,-6, 

h' 

Cl 

,(1,3,6), 

v  =  39,      v'=4f/,-6. 
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La  courbe  Cg  est  un  cas  particulier  des  deux  dernières  Cg  du  Tableau 
précédent.  La  courbe  C,o  est,  comme  les  deux  dernières  de  ce  même 
Tableau,  un  cas  particulier  des  courbes  de  degré  lo  et  de  genre  9  ('); 
elle  parait  être  plus  générale  qu'elles,  en  ce  sens  qu'elle  possède  deux 
points  doubles  effectifs  distincts  ;  elle  est  située  sur  un  cône  du  troisième 
degré  ayant  son  sommet  en  (a),  et  dont  les  génératrices  rencontrent 
la  courbe  en  trois  points  en  dehors  de  (a).  La  courbe  C,,  possède  un 
point  de  rebroussement  en  (a);  c'est  un  cas  particulier  des  courbes 
du  onzième  degré  de  genre  8  (-),  elle  est  située  sur  une  surface  réglée 
du  quatrième  degré.  Les  courbes  C3  et  C,o  du  dernier  cas  sont  situées 
respectivement  sur  un  cône  du  troisième  ordre,  et  sur  une  surface 
réglée  du  cinquième  degré 


Les  groupes  spéciaux  que  nous  considérons  ne  fournissent  que  des 
courbes  gauches  impropres,  formées  respectivement  de  courbes  uni- 
cursales  de  degrés  3,  4,  5,  6,  comptées  chacune  deux  fois. 

C)  Ha.,  y.  iG-. 
(-)  Ha.,  p.  i(3ï<. 

I  ■//  et  approuvé  : 
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